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PRATARMĖ 


Formuluojant ir sprendžiant įvairius ekonomikos uždavinius 
neapsieinama be matematikos. Šiame vadovėlyje išdėstyti matematikos 
pagrindai turėtų padėti išmokti ekonominių uždavinių matematinių modelių 
sudarymo ir analizės. Knyga skirta ekonominio profilio neuniversitetinių 
aukštųjų mokyklų-kolegijų studentams. Tačiau čia pateiktų matematikos 
žinių iš esmės turėtų pakakti ir tolesnėms ekonomikos studijoms 
universitetuose. 

Vadovėlis susideda iš dvylikos skyrių, apimančių kelias matematikos 
šakas. 

Pirmieji penki skyriai skirti matematinei analizei. Čia skaitytojas 
supažindinamas su aibėmis, funkcijomis, išvestinėmis, integralais, skaičių ir 
funkcijų eilutėmis bei diferencialinėmis lygtimis. 

Šeštame, septintame, aštuntame ir devintame skyriuose dėstomi 
tiesinės algebros elementai - nagrinėjami tiesinių lygčių sistemų sprendimo 
metodai, matricos bei vektoriai. Čia pat aptariami ekonominės sistemos 
balanso bei optimalaus planavimo uždaviniai, jų sprendimo metodai. 

Dešimtas ir vienuoliktas skyriai skirti tikimybių teorijos pagrindams. 
Nagrinėjami įvykiai ir tikimybės, atsitiktiniai dydžiai, jų skirstiniai, 
atsitiktinių dydžių priklausomumas. 

Dvyliktame skyriuje skaitytojas supažindinamas su lošimų teorijos — 
konfliktinių situacijų matematinių modelių - elementais. 

Kiekvieno skyriaus pabaigoje yra uždavinių savarankiškam darbui. 

Autoriai nuoširdžiai dėkoja Vilniaus pedagoginio universiteto 
docentui Juozui Šinkūnui ir lietuvių kalbos mokytojui ekspertui Kęstučiui 
Kaminskui už vertingas pastabas perskaičius šio vadovėlio rankraštį. Ypač 
dėkingi Vilniaus vadybos kolegijai už paramą rašant šį vadovėlį. Taip pat 
norėtume padėkoti Dariui Rakšteliu,, Rimvydui Vitėnui ir visiems, 
padėjusiems rengti knygą spaudai. 


Antanas Apynis, Eugenijus Stankus 
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1. AIBĖS IR FUNKCIJOS 
1.1. AIBĖS SĄVOKA 


Aibė yra viena iš pagrindinių matematikos sąvokų. Susiformavo netgi 
atskira matematikos šaka — aibių teorija, tirianti bendrąsias aibių savybes. 
Mums pakaks susipažinti tik su šios teorijos pradmenimis. 

Matematikai, tirdami mus supantį pasaulį, dažnai atsiriboja nuo 
tiriamųjų objektų prasmės, t.y. operuoja tam tikromis sąvokomis bei 
simboliais, žyminčiais šiuos objektus. Jei mus domina prekių siuntos 
kokybė, turime ištirti šių prekių visumą. Įvertinant bibliotekos knygų būklę, 
reikia apžiūrėti visas bibliotekos knygas. Norėdami apskaičiuoti vidutines 
šeimos narių pajamas, turime žinoti, kiek uždirba kiekvienas šeimos narys. 
Taigi tiriame tam tikrų objektų rinkinius — gautų prekių siuntą, bibliotekos 
knygų fondą, pasirinktąją šeimą. Šitokių ir apskritai bet kurių objektų 
visumai pažymėti matematikoje vartojama aibės sąvoka. Vadinasi kalbame 
apie prekių aibę, bibliotekos knygų aibę, šeimos narių aibę ir pan. Tenka 
nagrinėti ir įvairių matematinių simbolių, skaičių, geometrinių objektų ar 
netgi pačių aibių aibes. Objektai, sudarantys aibę, vadinami šios aibės 
elementais. Įprasta aibes žymėti didžiosiomis raidėmis, pvz., A, B, C, X, 
Y...., 0 jų elementus mažosiomis — a, b, c, x, y,... . Kai a yra aibės A 
elementas, rašoma a e A (a priklauso aibei A). Kai a nepriklauso aibei 
A,rašoma a€£ A. 

Aibes galima apibūdinti įvairiai. Jei aibė turi nedaug elementų, 
paprasčiausia juos išvardinti. Tuomet visi jos elementai surašomi tarp 
figūrinių skliaustelių. Pavyzdžiu, A=(-1; 2; 3; 3,5). Figūriniai 
skliausteliai taip pat naudojami aibėms, turinčioms be galo daug elementų 
užrašyti. Pavyzdžiui, natūraliųjų skaičių aibė NM = (1; 2; 3;...), sveikųjų 
skaičių aibė Z= (...; —2; —1; 0; 1; 2;...), neneigiamų sveikųjų skaičių 
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aibė N4= (0; 1; 2;...). Trupmenos = (m. neZ, n+0) vadinamos 
n 
racionaliaisiais skaičiais. Jų aibė žymima O: 
9=/Z. m, neZ, 10) 
n 
Iracionaliųjų skaičių aibę / sudaro skaičiai, kurie neišreiškiami 
trupmenomis Lis (m, neZ, n+0). Realiųjų skaičių (racionaliųjų bei 
n 

iracionaliųjų) aibė žymima R. 

Aibės, turinčios baigtinį elementų skaičių, vadinamos baigtinėmis, o 
aibės su be galo daug elementų - begalinėmis. 

Dažnai naudojami realiųjų skaičių baigtiniai intervalai [a; b], [a; b), 
(a; b], (a; b) ir begaliniai intervalai (-e+; b], (e; b), [a; 26), (a; e); 
čia a, be R, a<b. Aišku, kad visi intervalai yra begalinės aibės. Juos 
galima apibūdinti ir taip: 

[a; b]= (x: a<x<b|), [a; b)=[x: a<x<b|, 

(a; b|=[x: a<x<b), (a; b)=[x: a<x<b), 

(-; b]= (x: x <b), (e; b)= (x: x<b|, 

[a; »)= (x: x2aį, (a; »)= (x: x >a). 

Realiųjų skaičių aibė taip pat yra begalinis intervalas: 

R=(-—; »)= [x - < x< ol. 

Atkreipkime dėmesį, kad baigtiniai intervalai vaizduojami realiųjų 
skaičių tiesės atkarpomis, begaliniai intervalai — spinduliais, o aibė R yra 
visa realiųjų skaičių tiesė. 

Pateiksime keletą sudėtingesnių aibių pavyzdžių: 

A=[iš yxk O05+52, 1ž 352], 

B=((x4 y): x+ y=1), 

C= ((x; y): x2+y2=1), 
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D=((x; y): x? + y? <1). 
Nesunku suvokti, kad pavaizdavę šių aibių elementus — skaičių poras 
(x; y) plokštumos taškais (1.1.1 pav. — 1.1.4 pav.) gautume atitinkamai 


stačiakampį (aibė A), tiesę (aibė B), vienetinį apskritimą (aibė C) ir 
vienetinį skritulį (aibė D). 





1.1.3 pav. 1.1.4 pav. 


Aptarkime dar porą pavyzdžių. 
1.1.1 pavyzdys. Vieną kartą metamas lošimo kauliukas. Gali atsiversti 
bet kuri iš šešių jo sienelių. Nesunku išvardinti visus galimus šio metimo 


rezultatus — tai viena, dvi, trys, keturios, penkios arba šešios akutės. 
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Pažymėję šiuos rezultatus raidėmis 0,, 0;, 05, 04, 05 ir Og, turėsime 
aibę 2 = (0); 05; 033 05; 05, 05). 

1.1.2 pavyzdys. Mokinys už turimus penkis litus nusprendė nusipirkti 
sąsiuvinių ir pieštukų. Vienas sąsiuvinis kainuoja 2 Lt, o pieštukas — 1 Lt. 
Kiek sąsiuvinių ir kiek pieštukų mokinys gali nusipirkti išleisdamas visus 
penkis litus? 

Sprendimas. Pažymėkime x, planuojamų pirkti sąsiuvinių kiekį, o 
x, — pieštukų kiekį. Tuomet pagal uždavinio sąlygą 2x, +x;5 =5. Ši lygtis 
turi be galo daug sprendinių (x,; 5—2x,), kai nežinomasis x, yra bet koks 
realusis skaičius. Tačiau pagal sąlygą x, ir x, yra neneigiami sveikieji 
skaičiai, todėl gauname tokią pirkimo planų (x,; x;) aibę: 

P= (0; 5); (1 3); (2; 1)). 


Taigi aibės gali būti sudarytos iš įvairios prigimties elementų. 
1. 2. VEIKSMAI SU AIBĖMIS 


Aibes sąlygiškai galima vaizduoti plokščiomis figūromis, o jų 
elementus - tų figūrų taškais. Tuomet gana paprasta apibūdinti įvairius aibių 
darinius. 

Aibių A ir B sąjunga vadiname aibę AU B, sudarytą iš elementų, 
priklausančių bent vienai iš jų (1.2.1 pav.). 

Aibių A ir B sankirta yra aibė Am B, sudaryta iš elementų, kurie 
priklauso ir aibei A, ir aibei B (1.2.2 pav.). 

Aibės A ir aibės Bskirtumu vadinama aibė AVB, kuri sudaryta iš 
aibės A elementų, nepriklausančių aibei B (1.2.3 pav.). 
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1.2.1 pav. 1.2.2 pav. 


Jeigu kiekvienas aibės A elementas priklauso aibei B, tai A yra 
aibės B poaibis: Ac B (1.2.4 pav.). Pavyzdžiui, natūraliųjų skaičių aibė 
N yra sveikųjų skaičių aibės Z poaibis. Sveikųjų skaičių aibė Z yra 
racionaliųjų skaičių aibės (0 poaibis, o pastaroji aibė yra realiųjų skaičių 


aibės R poaibis. Taigi 


NCŽ COC k. 
(0 op 
1.2.3 pav. 1.2.4 pav. 


Aibės A ir B vadinamos lygiomis (rašoma A= B), kai ACB ir 
BcCA. 

Tuščiąja aibe (ji žymima (9) vadinama aibė, kuri neturi nė vieno 
elemento. Ši aibė jokia figūra nevaizduojama. Pastebėkime, kad su bet kokia 
aibe A galioja sąryšiai: 

AUB0=A, AN6=0, AMM4=606, AVWB=A, 6cA. 

Aibių A ir B Dekarto sandauga Ax B (Renė Descartes, 1596 — 
1650, prancūzų filosofas, matematikas, fizikas) yra sudaryta iš visų 
porų(a; b), kurių pirmoji komponentė a yra aibės A elementas, o antroji 


komponentė b yra aibės B elementas: 


14 Taikomoji matematika 


AxB=((a; b:aeA, be B). 


1.2.1 pavyzdys. Suraskime skaičių aibių  A=[-2; 0; 1) ir 
B=[-1; 0; 2) sąjungą AU B, sankirtą ANB, skirtumus AVB ir BVA 
bei Dekarto sandaugą AX B. 

Pagal apibrėžimus gauname: 

AUB=([-2; -1; 0; 1; 2), 

ANB= (0), 

AVB=(-2; 1), 

BNMA=([-1; 2), 

AxB=((-2; —1); (-2; 0); (-2; 2); (0; —1); (0; 0); (0; 2); 

(L =1) (p 0) Kl; 2). 


1.2.2 pavyzdys. Tarkime, kad aibės A ir B yra realiųjų skaičių 
baigtiniai intervalai: 


A=([x: -1S<x<2], B=(x: 1<x<3). 





1.2.5 pav. 





Tuomet 

AUB=(x: -1Sx<S3) =[-1; 3], 
AnB=(x: 1<x<2į=(1; 2), 
AVB=(x: —-1S<x=1]) =[-1; 1], 
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BNA=(x: 2<x<3) =[2; 3], 

AxB=((x; y: -1<Sx<2, 1< y<3). 

Čia aibės AUB, ANB, AVB ir BVA yra realiųjų skaičių tiesės 
intervalai, o Dekarto sandauga Ax B — stačiakampis (1.2.5 pav.). Tik 
pastebėkime, kad stačiakampio KLMN kraštinės KL ir LM nepriklauso 
aibei AX B. 

1.2.3 pavyzdys. Grupėje yra 12 studentų, kurie moka bent vieną iš 
dviejų kalbų: anglų arba vokiečių. Žinoma, kad septyni studentai moka 
anglų kalbą, o aštuoni — vokiečių. Apskaičiuokime, keli studentai moka abi 
kalbas. 

Sprendimas. Pažymėkime A —- studentų, mokančių anglų kalbą, aibę, 
B — studentų, mokančių vokiečių kalbą, aibę. Tuomet: 

1) AU Byra studentų, mokančių bent vieną kalbą, aibė (joje yra 12 

studentų); 

2) AVB yra studentų, mokančių anglų kalbą, bet nemokančių 

vokiečių kalbos, aibė (joje yra 12 —8 = 4 studentai); 

3) BVA yra studentų, mokančių vokiečių, bet nemokančių anglų 

kalbos, aibė (joje yra 12 — 7 = 5 studentai); 

4) AmMB yra studentų, mokančių abi kalbas, aibė. 

Pagal uždavinio sąlygą reikia rasti aibės Arm-B elementų kiekį. Iš 
1.2.6 pav. matome, kad AUB=(AVB)U(ANB)U(BVA). Kadangi 
aibės AVB, ANB ir BVA neturi bendrų elementų, tai sankirtos A HB 
elementų kiekį apskaičiuojame taip: 12 —4—-5 =3. 


1.3. FUNKCIJA IR SEKA 


Dažnai vienos aibės elementus siejame su kitos aibės elementais. 
Atitiktimi tarp aibių A ir B vadiname taisyklę, kuri kiekvienam aibės A 
elementui priskiria vieną arba kelis aibės B elementus. Atitiktis gali būti 
apibrėžta įvairiais būdais — nusakyta žodžiais, duota lentele, grafiku, lygtimi, 


16 Taikomoji matematika 


tačiau paprasčiausia yra išvardinti atitinkamų elementų poras. Sakykime, 
A=(M,;; M,;; M,) yra trijų malūnų aibė, o B= (K,; K,) - dviejų kepyklų 
aibė. Tarp aibių A ir B galima apibrėžti atitiktį (pažymėkime ją f: A—> B, 
arba tiesiog f) nurodant malūną ir kepyklas, kurioms šis malūnas tiekia 
miltus, pavyzdžiui, 

(M;; K,), (M;; K;), (M;; K,), (M;; K;), (M3; K;). 
Šią atitiktį taip pat galima pavaizduoti rodykline diagrama (1.3.1 pav.). 


Atitiktis f Atitiktis g 
K, K; K, K; 
e e e e e e 
M, M; M, M, M, M; 
1.3.1 pav. 1.3.2 pav. 


Tarp aibių A ir B galima apibrėžti ir kitas atitiktis, pavyzdžiui, g: 
(M;; K,), (M;; K,), (M;; K;). 
Jos rodyklinę diagramą matome 1.3.2 pav. Atkreipkime dėmesį į atitikčių f 
ir g, pavaizduotų 1.3.1 pav. 1r 1.3.2 pav., esminį skirtumą. Atitikties g 
rodyklinėje diagramoje iš kiekvieno aibės A taško išeina po vieną rodyklę, 
tuo tarpu atitiktis f šios savybės neturi. 
Funkcijos apibrėžimas. Tegu X yra bet kokia aibė, o Y - kuris nors 
realiųjų skaičių aibės R poaibis. Jei atitiktis f: X > Y kiekvienam 
aibės X elementui x priskiria vieną realųjį skaičių y — aibės Y 
elementą, tai ji vadinama funkcija. 
Atkreipiame dėmesį, kad nagrinėtame pavyzdyje tik atitiktis g yra 
funkcija. 
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Skaičius y vadinamas funkcijos f reikšme taške x. Rašoma 
y= f(x). Lygybė y= f(x) vadinama funkcijos f lygtimi. Kintamasis x 
(x < X) vadinamas nepriklausomu kintamuoju arba funkcijos argumentu. 
Aibė X yra funkcijos apibrėžimo sritis, o (f(x) xe X| — funkcijos 
reikšmių aibė. Apskritai, funkcijos reikšmių aibė gali ir nesutapti su aibe Y, 
tačiau aišku, kad (f(x): xe X) CY. 

Funkcijos y = f(x) grafiku vadinama aibė 


G= ((x y): xe X, y= f(x)). 
J y 





1.3. 3 pav. 1.3. 4 pav. 


Kartais grafiko G elementus (x; f(x)) galima pavaizduoti 
plokštumos ar erdvės taškais. Gautoji taškų aibė yra funkcijos grafiko G 
geometrinis vaizdas arba tiesiog funkcijos grafikas. Tai gali būti kokia nors 
plokštumos arba erdvės kreivė, paviršius ar taškų rinkinys. 

Funkcijos sąvoka vartojama dažnai, ir ne tik matematikoje. 


Pavyzdžiui, tegu k yra kurios nors prekės kaina (Lt), o x — parduotas šios 
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prekės kiekis (tam tikrais vienetais). Tuomet lygybė y=kx apibrėžia 
funkciją tarp parduoto prekės kiekio x ir gautos pinigų sumos y. Jei prekės 
kiekis būtų matuojamas nedalomais vienetais, tai šios funkcijos apibrėžimo 
sritis būtų aibė X = (0; 1; 2;...; nį; čia n — pardavimui skirtos prekės 
kiekis. Kai, pavyzdžiui, n =4, k = 2,14 Lt, tai 

X=(0 12254) Fs (5 5-214-4 26 A). 

Funkcijos grafikas G yra plokštumos taškų (x; 2,14-x), kai 
x=0, I, 2, 3, 4, aibė (1.3.3 pav.). Šiuo atveju funkcijos y = kx grafikas 
yra penkių plokštumos taškų sistema. 

Jei, nekreipdami dėmesio į ekonominę prasmę, nagrinėjamos 
funkcijos y = kx apibrėžimo sritį išplėstume iki realiųjų skaičių aibės R, tai 
šitokios funkcijos grafikas būtų tiesė y = kx (1.3.4 pav.). Aišku, kad 1.3.3 
pav. grafiko taškai yra išsidėstę tiesėje y = 2,14x.. 

1.3.1 pavyzdys. Sudėtinės palūkanos skaičiuojamos pagal formulę 

B(n)= B(0)-(1+1)"; (1.3.1) 
čia B(0) yra pradinis indėlis, B(n) — indėlio didumas po m periodų, i — 
periodinė palūkanų norma. Šios funkcijos apibrėžimo sritis — aibė 
X =([1; 2; 3;...) = N ,oreikšmių aibė — 

Y=(y: y= B(0)-(1+/)", ne N). 

Išnagrinėkime kapitalo didumo B(n) priklausomybę nuo palūkanų 
periodų kiekio 1 ir pavaizduokime ją grafiškai. 

Formulė (1.3.1) apibrėžia funkciją, t.y. taisyklę, pagal kurią 
kiekvienam natūraliajam skaičiui 2 apskaičiuojamas indėlio didumas B(n). 
Jos grafiką G sudaro skaičių poros (n; B(n)), n= I, 2,.... Šias poras 
atitinkantys plokštumos taškai (x; y), x=n, y=B(n) yra funkcijos 
y = B(0)-(1+i)*, xe R grafiko kreivėje. 1.3.5 pav. matome šio grafiko 
eskizą, kai B(0) =100, i= 0,4. 
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2) į ž 34 
1.3.5 pav. 


Paprasčiausios funkcijos nagrinėjamos vidurinės mokyklos 
matematikos kurse. Trumpai prisiminkime jas. Tai visų pirma tiesinė 
funkcija 

y=zax+0; (a, *0) 
ir kvadratinė funkcija 

y=a;5x? +a,x- Gj. (45 *0). 

Jos yra bendresnės funkcijos 

Bikl= 4,5 +4,,5 "as -- 4p 4,0 
vadinamos vieno kintamojo -ojo laipsnio polinomu, atskiri atvejai. Čia 
a;, 1= 0, 1, 2,...,n yra realūs skaičiai, ne N,. Funkcijos y = P(x) 
apibrėžimo sritis yra realiųjų skaičių aibė R. 

Racionalioji funkcija 

R(x)= AX) 

O„(X) 
yra dviejų polinomų santykis. Šios funkcijos apibrėžimo sritis yra realiųjų 
(x)=0. 


Laipsninės funkcijos y=x7,0eR, 4+0 apibrėžimo sritimi 


skaičių aibė, išskyrus taškus, kuriuose O 


m 


laikomas intervalas X =(0; »). Kai kuriais atvejais šios funkcijos 
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apibrėžimo sritį galima išplėsti. Pavyzdžiui, kai G yra teigiamas realusis 
skaičius, tai X =[0; >). Kai 4 yra neigiamas sveikasis skaičius, tai 
X =(-—; 0) L(0; »),ojei X - natūralusis skaičius, tai X = R. 

Rodikline vadinama funkcija y=a*,a>0, a*1. Jos apibrėžimo 
sritis yra realiųjų skaičių aibė R, o reikšmių aibė — intervalas (0; +). 

Funkcija y = log,x, a> 0, a *1 vadinama logaritmine. Kai a = 10, 
rašoma y = 1gx. Logaritminės funkcijos apibrėžimo sritis yra intervalas 
(0; =), oreikšmių aibė - R. 

Trigonometrinės funkcijos yra 

y=sinx, y=coOSx, y=tgX, y=ctgx. 


1.3.1 lentelė 


T T 
y=arcsinx [-1; 1] ri 2 


T 
E 


Kaip žinome, sinuso ir kosinuso apibrėžimo sritys yra X = (-—; »), 0 










m|R 
Nm 


reikšmių aibės — Y =[-1; 1]. Funkcija y=tgx yra neapibrėžta taškuose 
T 
x= Žr kz, keZ,o y=ctgx neapibrėžta taškuose x = kT, ke Z. 


Atvirkštinėmis trigonometrinėmis vadinamos funkcijos 
y =arcsinx, y = arccosx, y = arctgx, y = arcctgx. 


Šių funkcijų apibrėžimo sritys ir reikšmių aibės surašytos 1.3.1 lentelėje. 
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Išvardintosios funkcijos yra pagrindinės elementariosios funkcijos. Iš 
jų sudėties, atimties, daugybos ir dalybos veiksmais galima sudaryti įvairias 
kitas funkcijas. Be to, iš dviejų funkcijų y= f(x), xeX, yeY ir 
z=g(y), y€eY galima sukonstruoti sudėtinę funkciją, kuri išreiškiama 
formule z = g(f(x)), xe X. 

Atskirai panagrinėkime natūraliojo argumento funkcijas, kurių 
apibrėžimo sritis yra natūraliųjų skaičių aibė. Tegu y = f(n), ne N yra 
tokia funkcija. Surašius šios funkcijos reikšmes f(n) argumento n 
didėjimo tvarka, gauname seką f(1), f(2),..., f(n),..., kurią sutrum-pintai 
žymėsime (f(n)). 

1.3.1 pavyzdyje nagrinėtos funkcijos y= B(O(l+i)/, neN 
reikšmės sudaro seką 

B(O(l+i), B(O(l+i)?, B(O(l+i)3,.... 

Nesunku parašyti ir daugiau sekų pavyzdžių: 
1 1 l 


Am 


—1, 14 — Lis [— 1)" Ss 5 
L 152, IZ LE 





i5 kas 1 
Sutrumpintai jas galėtume užrašyti ir taip: ( | | 1(-1)*), (Ign). 
n 


nž+1 

Aptarkime sekos grafinį vaizdavimą. Natūraliojo argumento funkcija 
v= f(n), kaip ir bet kuri kita vieno kintamojo funkcija, gali būti 
vaizduojama grafiku plokštumoje. Tada gautume diskrečią taškų aibę 


1 
G=((n; f(n)): ne N). Pavyzdžiui, sekos (1 grafiko dalį (kai n<7) 
n 


22 Taikomoji matematika 


matome 1.3.6 pav. Sekos ((-1)") grafiko dalis (kai n < 7) pavaizduota 
1.3.7 pav. 





1.3.7 pav. 


Sekas galima vaizduoti ir stulpelinėmis diagramomis, ir skaičių tiesės 
1 Ą , 
taškais. Anksčiau nagrinėtų sekų n ir ((-1)") stulpelinės diagramos yra 
n 


1.3.8 pav. ir 1.3.9 pav., o 1.3.10 pav. ir 1.3.11 pav. matome šių sekų narius, 
atidėtus realiųjų skaičių tiesėje. 
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2 3456 7 





1.3.8 pav. 1.3.9 pav. 


Stulpelinės sekų diagramos yra vaizdingesnės, tuo tarpu sekos vaizdas 
skaičių tiesėje mažiau informatyvus. 


1.3.11 pav. 


Nagrinėjant sekas kartais galima pastebėti, kad vienų nariai didėja, 
1 
pavyzdžiui, 2 „o kitų — mažėja, pavyzdžiui, 1 > 
n+l n 
Jeigu sekos (f(n)) nariai tenkina sąlygą 
f(n+1)> f(n), neN, 
ji vadinama didėjančia seka. 
(f(n)) vadinama mažėjančia seka, jeigu 
f(n+1)< f(n), neN. 
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Žinoma, yra nei didėjančių, nei mažėjančių sekų. Tokia seka, 
pavyzdžiui, ((-1)"): 

=1, 1, —L..., (-1)", 

Sekas galima grupuoti ir kitaip. Vienų sekų nariai telpa į kurį nors 
uždarą intervalą, sakykime, [m; M], o kitoms tokio intervalo nėra. 
Pirmąsias sekas vadiname aprėžtomis, o kitas — neaprėžtomis. Aprėžtų sekų 
pavyzdžiai: 


1) įsnŽE), 2) (cosn7T); 3) [2 


nž+1 į 
Sekos (2n|, (2, (271 yra neaprėžtos. 
n 





Toliau susipažinsime su kelių kintamųjų funkcijomis. Sakykime, kad 
X yra kuri nors realiųjų skaičių A,, x3,..., x, rinkinių X = (Xjį X2i..5 X, 
aibė ir šioje aibėje apibrėžta funkcija y= f(x). Kadangi kintamojo x 
komponentes x,, X;,..., X, galima suvokti kaip atskirus kintamuosius, tai 
paprastai rašoma y= f(Aį, X>,.-.,X,), O pati funkcija vadinama n 
kintamųjų funkcija. 

Pavyzdžiui, tarkime, kad parduotuvėje yra m pavadinimų prekių 
Gi Kainos 
X Xp, X, Jei prekės G; kainą pažymėtume c;(Lt), i=1, 2,..., n, tai 
funkcija 

y = f (į, X2,--., X, )= CX +05X5 +. AC, X, (1.3.2) 


kurių kiekiai (tam tikrais vienetais) atitinkamai yra 


nv? 


reikštų taisyklę, pagal kurią apskaičiuojamos pajamos, gautos pardavus 
prekių G,, G;,...,G, kiekių rinkinį x = (xį; X25...; X,). Tai tiesinė n 
kintamųjų funkcija. Apskritai, pajamos už parduotas prekes gali būti 
apskaičiuojamos ir pagal kitokias formules. Minėtąją (1.3.2) formulę reikėtų 
pakoreguoti, jei perkant didesnį prekių kiekį, parduotuvės administracija 
darytų nuolaidas. 
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Susipažinsime su dar viena dažnai vartojama sąvoka — funkcijos lygio 
aibe. Tegu y= f(aų, X2,.-, xX,) yra nm kintamųjų funkcija, 0 yg 
pasirinktoji kintamojo y reikšmė. Tuomet aibę 

ži Bi Aa) TU Anais 2) al 
vadinsime funkcijos f lygio aibe, atitinkančia lygmenį yg. 

Panagrinėkime pavyzdį, kai (1.3.2) formulėje n=2, Cc, =2, c;=3. 
Tuomet dviejų kintamųjų funkcija y = 2x, +3x; išreiškia pajamas, gautas 
pardavus prekių G, ir G, kiekius x, ir X;. Šios funkcijos grafikas yra 
plokštuma, einanti per koordinačių pradžią (1.3.12 pav.). Jai nubrėžti 
apskaičiuokime funkcijos y=2x,+3x, reikšmes taškuose (30; 0), 
(0; 30) ir (30; 30). Gausime grafiko plokštumos taškus A (30; 0; 60), 
B (0; 30; 90) ir C (30; 30; 150). 

Tegu y, = 80 — pasirinktas lygmuo. Tuomet funkcijos y = 2x, +3x5 
lygio aibė, atitinkanti lygmenį 80, yra 

((x1; x>): 2x, +3x;5 = 80). 

Tai lygio tiesė, kurios taškuose funkcija y = 2x, +3x;5 įgyja reikšmę 
80. Jos grafiką matome 1.3.13 pav. Lygio tiesės atkarpa MN pavaizduota ir 
1.3.12 pav. 





1.3.12 pav. 
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Lygio kreivės dažnai naudojamos pateikiant įvairią informaciją. 
Pavyzdžiui, geografiniuose žemėlapiuose matome lygio kreives, rodančias 
žemės paviršiaus aukštį virš jūros lygio ar vandenyno gylį. Sinoptiniuose 
žemėlapiuose lygio kreivės naudojamos vienodo slėgio taškams pažymėti ir 
pan. 


1. 4. FUNKCIJOS IR SEKOS RIBA 


Tiriant funkciją y = f(x), x < X dažnai svarbu žinoti, kaip kinta jos 
reikšmės y kintant funkcijos argumento x reikšmėms. Tarkime, kad x yra 
artimas skaičiui a. Ar yra skaičius A, apie kurį išsidėsčiusios atitinkamos 
funkcijos reikšmės? Jei toks skaičius yra, tai ar toli nuo jo yra funkcijos 
reikšmės? 

Norėdami matematiškai ištirti šiuos klausimus, visų pirma turime 
įvesti atstumo sąvoką. 

Jei x ir a yra realieji skaičiai, tai afstumu tarp jų (Žymėsime 
P(x, a)) natūralu vadinti jų skirtumo modulį, t.y. 

plx, a)=|x-a|. 

Kai x = (x; x;) Ir a=(a,; a,) yra plokštumos taškai, tai atstumas 


tarp jų apibrėžiamas taip: 
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Analogiškai trimačiu atveju atstumas tarp taškų x = (x; X>; X4) Ir 
a=(a;; a); a4) išreiškiamas formule: 

p(x,a)= „(x, —a,)ž +(x51 -a5)2? +(x5-a4)2. 

Tarkime, kad 6>0, o a — pasirinktas taškas. Tuomet taško a 
aplinka vadiname aibę 

Us(a)= (x: 0< p(x, a) <). 

Skaičių tiesės taško a aplinka U5(a) yra intervalų sąjunga: 

Us(a)=(a-6; a)U(a; a+0). 

Plokštumos taško a aplinką sudaro skritulio su centru taške a ir 
spinduliu 6 vidiniai taškai x * a. Trimačio taško a aplinka yra rutulio su 
centru a ir spinduliu 6 vidiniai taškai x £ a. 

Patogu taško aplinkos sąvoką išplėsti, intervalą (-; — 6), 6 > 0 
pavadinant “taško —oo“ aplinka, o intervalą (6; +) — “taško o" aplinka, 
ty. 

Us(-<)=(-e; -0), Us(e)= (6; 2); 6> 0. 

Taigi realiųjų skaičių tiesė papildoma dviem abstrakčiais taškais — oo 
ir oo. Panašiai ir dvimatę ar trimatę erdvę galima papildyti be galo nutolusiu 
tašku ee ir apibrėžti šio taško aplinką. 

Tarkime, kad X yra kuris nors realiųjų skaičių aibės R poaibis ir 
a e R. Pasirinkę skaičių 0 > 0, galime sudaryti taško a aplinką U5(a). 

Jei kiekvienoje aplinkoje (kiekvienam 6 > 0) Us(a) yra bent vienas 

aibės X taškas, tai a vadinamas aibės X ribiniu tašku. 

Pavyzdžiui, jei X yra realiųjų skaičių aibės uždaras intervalas 
[x,; X;], tai visi šio intervalo taškai yra ribiniai; taškai, nepriklausantys šiam 
intervalui, nėra ribiniai. Apskritai ribinių taškų aibė gali ir nesutapti su pačia 
aibe. Pavyzdžiui, intervalo X =(x,; x,) ribiniai taškai sudaro uždarą 
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intervalą [x,; x,]. Baigtinės aibės ribinių taškų neturi. Natūraliųjų skaičių 
aibė N = (I; 2; 3;...) turi tik vieną ribinį tašką =». 

Nagrinėkime funkciją y = f(x), kurios reikšmės yra realūs skaičiai, o 
apibrėžimo sritis yra aibė X , turinti bent vieną ribinį tašką. Tegu a — aibės 
X ribinis taškas. 

Funkcijos y = f(x) riba, kai x artėja prie a (x > a), vadinamas . 


skaičius A (rašoma lim f(x)= A), jeigu kiekvienam teigiamam 
x—a 


skaičiui € yra toks skaičius 6 > O, su kuriuo galioja sąlyga: 
|/(x)- 4|<e, kai xe Us(a)N X. 
Atkreipiame dėmesį, kad šiame apibrėžime skaičius £ (£ > 0) laisvai 
pasirenkamas, o 6 apskritai priklauso nuo £: 6 = 6(€). 
Pavyzdžiui, kai pasirinkta funkcija y=2x—3, kurios apibrėžimo 
sritis X = R,o a =2,tai 
lim (2x-3)=1. 





1.4.1 pav. 
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Iš tikrųjų kiekvienam € > O yra toks skaičius 6 > 0, kad nelygybė 
|(2x-3)-1|<= 
galioja, kai 
xeU5(2)=(2-0; 2L(2; 2+0) 


€ 2 
su 0€ (0 a Šią išvadą gauname išsprendę nelygybę |2x-4|<e; 
geometrinį vaizdą matome 1.4.1 pav. Koks bebūtų skaičius £ > 0, visuomet 
apie tašką a=2 yra aplinka U$5(2), kurios visiems taškams galioja 
nelygybė | (2x—3)—1 | £. 
1.4.1 pavyzdys. Funkcijos 


x2-1 


x-l1 





y= 
apibrėžimo sritis yra X =(-0o; 1)U(I; e). Taškas a=1 yra aibės X 


ribinis taškas, todėl prasminga nagrinėti funkcijos ribą, kai x artėja prie 1: 





Nesunku įsitikinti, kad kiekvienam £> 0 yra aplinka U5(1), kurios 
taškams galioja nelygybė 
x2-l1 


x-l 





-2|<€E. 








Iš tikrųjų išsprendę pastarąją nelygybę x atžvilgiu, gauname 
1-e<x<1+€, x *1. Taigi galima imti 0<6<€. 
1.4.2 pavyzdys. Įrodykime, kad 


. 2 
lim t „2 =| 
x X 
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2 
Sprendimas. Atkreipkime dėmesį, kad dėmuo — mažėja, kai x 
x 
didėja. Todėl funkcijos reikšmės iš tiesų artimos 1, kai x > e. 
Aišku, kad taškas o< yra pasirinktosios funkcijos y = 1 + — apibrėžimo 
X 


srities X =(-—; 0)U(O; <) ribinis taškas. Įsitikinkime, kad kiekvienam 


£ >0 yra aplinka Us(<) = (0; <<), kurios taškams galioja nelygybė 


B 


Ž 
Iš tikrųjų išsprendę šią nelygybę gauname |x|>Z. Vadinasi, su visais 


Ar (1.4.1) 





Ž 2 
xe|Ži =) galioja (1.4.1). Todėl galima imti Uste)=|[Ž: =). Taigi 


= Ž. Žinoma, čia gali būti ir 6 2Ž. 

1.4.3 pavyzdys. Matematiškai pagrįskime, kad lim x2=9. 

Taškas x =3 yra funkcijos y = x2 apibrėžimo srities ribinis taškas. 
Lieka nustatyti, ar kiekvienam £>0 yra aplinka U 500) „ kurios taškams 
galioja nelygybė 

|12-9|<£. 

Sakykime, £ — pasirinktasis teigiamas skaičius. Kadangi 

|x2-9|=|(+-3)-(++3) |=|*-3|-|x+3|=|+-3|-| (<-3)+6 [< 

<|x-3|-(|x—3|+6), 
tai vietoje | x2 -9|< £ galime nagrinėti nelygybę 

|x-3|-(|x-3|+6)<e, (1.4.2) 

nes galiojant šiai galios ir nelygybė |x2 —9 |<e. 


Išsprendę (1.4.2) kvadratinę nelygybę | x —3 | atžvilgiu, gausime 
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0<|x-3|</9+€-3. 
Vadinasi, su visais x, kurie tenkina sąlygą 


0<|x-3|< /9+6-3, 
galioja nelygybė (1.4.2), taigi ir |+-9|<z. Tokiu būdu 
Us(3)=(3-0; 3L0(3; 3+0) su 6=/9+€-3 (1.4.2 pav.). 


J 





1.4.2 pav. 


1.4.4 pavyzdys. Funkcija y = 2 „kai x — O, turi ribą, lygią 1: 
X 


„  sinx 
lim—=l. 
x>0 X 


Norėdami įrodyti šį teiginį, turime rasti nulio aplinką U5(0), kurioje 
galioja nelygybė 
sin | 


£ė; 
X 








čia £ — laisvai pasirinktas teigiamas skaičius. Tokią aplinką lengviau surasti 
pasinaudojus žinoma nelygybė 
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T 
(žr. [8]), kuri teisinga, kai x € |-Z, ou (0 E), 


Jei pasirinktajam € > O išspręsime nelygybę 
32 
— < £, 

2 


gausime |x|< /2e . Tada su 


x€(-/2e; 0)U(0; V2e) 


turėsime 








X 


Vadinasi, kiekvienam £ > O yra aplinka U5(0) (6= /2€), kurios taškams 
galioja nelygybė 
sine | 


X 


<E€. 








1.4.5 pavyzdys. Funkcija y = sinx , kai x — ee, ribos neturi, nors = ir 
yra šios funkcijos apibrėžimo srities (—oe; <) ribinis taškas. 

Iš tikrųjų koks bebūtų skaičius A ir kokią begalybės aplinką 
Us(++)=(0; +) bepasirinktume, bent vienam £>0 rastume taškų 
xEeU5(-e), su kuriais galiotų nelygybė 

|sinx- A|>2e. 

Pavyzdžiu, kai A<0 ir £=-A, tai šios nelygybės sprendinių x= kT, 
k e Z yra bet kurioje begalybės aplinkoje Us(2e). 
Sekos riba. Tegu (f(2)) — pasirinktoji seka. Funkcijos y = f(n) 


apibrėžimo sritis yra natūraliųjų skaičių aibė N, turinti vienintelį ribinį 
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tašką oo. Todėl prasminga nagrinėti tik ribą lim f(n). Pagal bendrąjį 


Pero 
funkcijos ribos apibrėžimą 

skaičius A yra sekos ([f(n)) riba: lim f(n)= A, jei kiekvienam 

€ > 0 yra toks skaičius 6>0, su kuriuo galioja sąlyga: 

| f(n)- 4|<e, kai neUs(o)nN. 

Kadangi U5(+)=(0; 2), 6>0 ir N=(L 2; 3;..), tai sankirta 
Us(<) NN yra natūraliųjų skaičių aibės poaibis (K+1; K+2;...); čia K 
yra skaičiaus 6 sveikoji dalis [6]: K =[6]. Vadinasi, sekos (f(n)) ribą 
galima apibrėžti taip: 

skaičius A yra sekos (f(n)) riba: lim f(n)= A, jei kiekvienam e > O 

yra toks natūralusis skaičius K, su kuriuo galioja sąlyga: 

| f(n)- A|<e, kai n> K. 


Pavyzdžiui, 


1 
imli )-i 
ne n2 


Iš tikrųjų kiekvienam £ > O yra natūralusis skaičius K > 0, jog 


1 
(+ Ž)-i 


„au is £ 1 
Skaičių K surasime nm atžvilgiu išsprendę nelygybę —< E. 
n 


<e,kan> K. 





2 


1 1 
Gauname 7 > —. Taigi K=| —|. 
A ias E 


osios , . tr 
Matematikoje ir jos taikymuose yra svarbi seka ( + 2 | į 


12 117 " 
2. 1 5 | 1] g | LA — | sios 
L 2 2 n 
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Įrodyta, kad ši seka turi ribą: 


1 n 
imli L =. (1.4.3) 
no n 
Skaičius e yra iracionalusis, e= 2,718282.... Daugelis matematinių 


išraiškų, panaudojus skaičių e, supaprastėja. Tuo ne kartą įsitikinsime. 
LV , 
Įrodyti, kad seka ( „1 | turi ribą, nėra lengva. Cia reikia remtis 
n 


teiginiu, jog bet kuri didėjanti aprėžta iš viršaus seka turi ribą. Todėl (1.4.3) 
ribos egzistavimui įrodyti pakanka įsitikinti, kad su kiekvienu natūraliuoju 
n galioja nelygybės 


1 n 1 n+l 1 n 
1+—-| <|1|+— ir 1+—| <3. 
n n+1 n 


Paminėtų teiginių įrodymai gana sudėtingi, todėl nepateiksime. Juos 
galima rasti matematinės analizės vadovėliuose. 


1 x 
Remiantis (1.4.3) formule galima įrodyti, kad funkcijos y = L + 2 , 
* 


x £0 ribos, kai x > =» arba x > — taip pat lygios e: 


1 X 
iim[1+2) =e (1.4.4) 
x X 
ir 
ika 
lim 4) =e. (1.4.5) 
x>-- X 


1 X 
Kad būtų aiškiau, 1.4.3 pav. pateikiame funkcijos y = L + L grafiką. 
X 


l 
Toks pat rezultatas gaunamas skaičiuojant funkcijos y=(1+x)x, 


x€(-1; 0) L(0; I) ribą, kai x > O: 
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Galios =: £, (1.4.6) 

x—0 

Dar panagrinėkime neaprėžtas funkcijas bei sekas. 

1.4.6 pavyzdys. Funkcija y = x2 +2 neapibrėžtai didėja, kai x > e. 
Kalbant matematiškai, bet kokiam skaičiui M > 0 (kad ir koks didelis jis 
būtų) yra aplinka U 5(+e) , kurios taškams galioja nelygybė 


x2+2> M. 





Aplinka U5(--) apibrėžiama skaičiumi 6 > /M 2 . Šiuo atveju rašoma: 


lim(x2 +2)=—. 


x>— 
Pastebėkime, kad ir 
lim (x2 +2) =. 


Xx——-o—o 
1 

1.4.7 pavyzdys. Funkcija PS yra neaprėžta, kai x > 2. Tai 
X 


galima apibūdinti tiksliau. Jei x > 2 ir x >2 ,, tuomet y > =». Kai x —> 2, 
x<2, tai y—>—-o (žr. 144 pav.). Šiuos faktus galima užrašyti 


panaudojant ribos ženklą bei simbolius +0 ir —0: 
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lim =, lim = ee. 
x52+40 X —2 x>2-0X- 2 
Y 
0 X 
2 
1.4.4 pav. 


1.4.8 pavyzdys. Seka ((-1)"1gn), t.y. 

1g2, — 1g3, 1g4,..., (-1)" Ign,... 
yra neaprėžta, kai 1 —> o». Iš tikrųjų kokį bepaimtume M >0, visuomet 
surasime skaičių 6 >0, jog galios nelygybė | (-1)"1gn |> M, kai n>0. 
Aišku, kad skaičius 6 gali būti toks: 6 = 10 M. Taigi 

lim| (-1)"Ign |= =. 


1. 5. RIBŲ SKAIČIAVIMAS 


Tarkime, kad funkcijos y = f(x) ir y = g(x) turi ribas, kai x > a; 
a yra šių funkcijų apibrėžimo sričių ribinis taškas. Tuomet, remiantis 
funkcijos ribos apibrėžimu, galima įrodyti, jog teisingos šios savybės: 
1) lim cf(x)=c Lim f(x) su bet kuriuo realiuoju skaičiumi c; 
x>a 


2) lim(f(x)+ g(x)) = lim f(x) * lim g(x); 
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3) lim(f(x)- g(x)) = lim f(x): lim g(x), 


lim f(x) 
4) JO) au kai lim g(x)=* 0. 


im ———— 
x>a g(x)  lim g(x) 
x1—0 
Sprendžiant ribų skaičiavimo uždavinius dažnai galima pasinaudoti 
išvardintosiomis savybėmis. Pavyzdžiui: 
3sinx sinx 


a) lim =Žim—=—25-1= 325 (1.5.1) 
x>0 X x50 X 





b) lim((x+2)2 -cosx)= lim(x +2)? - lim cosx = 
x—0 x—0 x—0 


=4-153; (1.5.2) 
1Y . 1 
c) lim||2-—|-|1+—| [= lim| 2-—|-lim| 1+—| = 
x X 1 X x5RP- ša 
=2-6= Zė; (15,3) 
lim(x2 +x-1) 
Ž+x-1 1 
d) lų S—— =“ ————--. (1.5.4) 
x X+1 lim(x + 1) 2 
x> 


Atkreipkime dėmesį, kad skaičiuojant ribą (1.5.1) pakako daugiklį 3 
iškelti prieš ribos ženklą. (1.5.2) pavyzdyje abu nariai turėjo baigtines ribas. 
Skaičiuojant (1.5.3) ribą, atskirai teko rasti dauginamųjų ribas. (1.5.4) riba 
gauta perėjus prie ribos skaitiklyje ir vardiklyje. 

Dabar panagrinėkime įdomesnius ribų skaičiavimo atvejus. 
Pavyzdžiui, 


: 1 4 
lim - | 
x—4X-2 x2-4 


Nors čia tenka skaičiuoti dviejų funkcijų skirtumo ribą, tačiau antrąja 








savybe pasinaudoti negalima — abu nariai yra neaprėžtos funkcijos, kai 
x —2. Tokiais atvejais sakoma, kad yra neapibrėžtumas 99—oe. Ši riba 
gali būti apskaičiuota taip: 
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38 
: 1 4 „ XxX4+2-4 | x-2 
lim - = —=lm—— = 
x—RX-2 x2-4/) 152 x2-4  +52(x-2)-(x+2) 
li 1 1 
= m Zz, 
> Ra 4 


Dviejų funkcijų sandauga taip pat gali turėti ribą, nors vieno 
dauginamojo riba yra 0, o kitas — neaprėžtas (neapibrėžtumas 0-2). 
Pavyzdžiui, 

li -ctgx)= li 

lim(x ž Br) „Ža si 


Skaičiuodami dviejų funkcijų santykio ribą, galime sutikti dviejų rūšių 


X 3 x š 
[cos = lim —-lim cosx =1-1= 1. 
nx x—->0S1NX x—>0 


neapibrėžtumus: S arba T. Panagrinėkime keletą pavyzdžių: 





























„ X2-5Sx+6 | (x-2)(x-3) | x-2 1 
al -MM—— = —a =: 
x53x2!-4x+3 x3(xX—1)-(x-3) x>3x—-1 2 
2x2 —-3x+5 2 3, A 
S L A 
b) kų — kų — i 6 
xe x2412x-] xe X2+2x-1 T ME 
x2 x 42 
3 5 2 
nes  lim—=lim—-= lim—= lim——-=0; 
x X xX>5R0 X“ x X 1250 X2 
sin5x „Six „ sinS5x 
I SIDE "1727 Sp 2 10 k i 
k) „Šosinax „20 Six „Sina 3 Sin3X 30 
=> +— lim 
X 3x x50 3X 
„sinSx | sin3x 
nes lim = lim =1; 
x50 SX +50 3X 
2 COSX 
2x+ 2 
d) is in——Ž-s2, 
sinx 3 


x>— 3x — 2SiNx x 3-2 
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x X x X 


Kai kurių funkcijų ribas galima apskaičiuoti pasinaudojus šiomis 


formulėmis: 
1 bu 
iiml1+ 2) =e, (1.5.5) 
x X 
1 
lim(1+x)x =e. (1.5.6) 
x—0 


Pateiksime pavyzdžių. 


+33 


sy 35 
1) liml1+2) = lim 2) = e3, kadangi pagal (1.5.5) formulę 
* * 


1750 x» 


. 318 LV 

lim[1+—| =lim|1+-| =e 

256 X [50 t 

; KB X. 5 
(čia pažymėjome t ir tuomet +—> e», kai x > —). 
3 sa ix“ 
2) lim(1- 2x)x =in|d-29 2 inas) = 
x—0 x—0 1-0 


I gi . i 
= 68 =; čia t=-2x ir :— 0,kai x —> 0. 
ė 


4x 
2x-1 2x-] 


Ža 43 4 X 4 “ 
3) im = = Im[1+ = lim o ' 
x 2X—-1 x 2x-1 x» 2x-1 


4 
Pažymėkime t = E PEKL Pastebėję, kad +— 0, kai x > =, gausime 
i 











2x-1 





1 


. 4 4 ; Ž 
limį 1+ =lim(1+1)' =e. 
x 2x-1 1>0 
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Rodiklyje esančio reiškinio riba apskaičiuojama paprastai: 





4 4 
Ika line —=ž, 
Xx—0 2x = 1 x5R— 1 

23 == 
X 
Taigi 





(2x+3V 
lim = 2. 
x>5>— 2X—-1 


Atkreipkime dėmesį, kad pastarieji trys ribų skaičiavimo pavyzdžiai 
turi vieną bendrą bruožą — neapibrėžtumą 1“. Taigi, aptikus šitokį 
neapibrėžtumą, ribą galima skaičiuoti remiantis (1.5.5) arba (1.5.6) formule. 

Dar keli pavyzdžiai. 


-2 


£ -2 
n = 1 
1) im| 1-2) = lim (1-2) š (2 =e-2, 
n—-— n n>- n 1:—>0 


1 (tgx-1)tg2x 
2) lim (tgx)'82* = lim (L į 
T T 


x-— x—— 
4 4 


pas 
čia lim(1+(tgx—1))-! =lim(1+:): =e, 
x 1>0 


x—— 
4 


digės (iga I 
kelis Dusia ii, AA 
x 


—tg2 
x>— pa l tg“x 
4 4 





t “ “a 

dj, SUSE a, B 
„„ŽL-igr) +) „„Z1+tgr 
4 4 


Taigi 


1 
lim (tgx)'82* = 2-1 =—, 
x e 


x—— 
4 
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, | n+2 2Y 
3) lim n-(In(n+2) - Inn) = im J- lim i „2 = 
n->»e ne n n 


n>» 


ny 


2)2 
= lim In (142) =ltėž=2; 
ne n 
čia vartojamas įprastas matematikoje pažymėjimas In a = log,a — natūrinis 


logaritmas. 
1. 6. FUNKCIJOS TOLYDUMAS 


Prisiminkime, kad funkcijos ribos lim f(x)= A apibrėžime a yra 
x—-a 


funkcijos apibrėžimo srities X ribinis taškas, kuris aibei X gali ir 
nepriklausyti. Dabar apsiribokime atveju, kai ribinis taškas a priklauso 
aibei X. Tuomet visų pirma egzistuoja funkcijos reikšmė f(a), o kai 


kuriais atvejais netgi galioja lygybė lim f(x) = f(a). 
xX—a 

Jei lim f(x)= f(a), tai funkcija y = f(x) vadinama tolydžia taške a. 

xa 

Jei funkcija y= f(x) yra tolydi kiekviename kokios nors aibės 
* <ž taške, tai ji vadinama tolydžia aibėje X 2 Taškai, kuriuose 
funkcija nėra tolydi, vadinami trūkio taškais. 

Funkcijos tolydumas lengvai interpretuojamas geometriškai. Jei 
funkcija yra tolydi realiųjų skaičių intervale [x,; x; ], tai jos grafikas šiame 
intervale yra nenutrūkstanti kreivė. 

Iš funkcijų ribų savybių nesunkiai įrodomos tokios tolydžiųjų funkcijų 
savybės. 

Jei funkcijos y= f(x) ir y= gx) yra tolydžios srityje X, tai ir 

Junkcijos y=c- f(x) (ce R), y= f(x) + glx) ir y= f(x): glx) yra 
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tolydžios srityje X, o  y=f(x)/g(x) yra tolydi srityje 
X'=(x: xe X, dx) *0). 
1.6.1 pavyzdys. Funkcija 


L) x, kaix < 0; 
y=JW= x2, kaix> 0 


yra tolydi intervale (-0; 0»). Jos grafikas — nenutrūkstanti kreivė, 
pavaizduota 1.6.1 pav. 
J J 
1 
X r 
0 0 
1.6.1 pav. 1.6.2 pav. 


1.6.2 pavyzdys. Funkcijos 


x, kaix <0; 
PSI ai kais 0 


apibrėžimo sritis yra (—oo; <<), tačiau šioje aibėje funkcija nėra tolydi. Ji turi 
trūkį taške x = O (1.6.2 pav.). 


Iš tikrųjų riba lim f(x) neegzistuoja, nes La JE =U ir 
1—> x 
lim f(x)=1 * f(0); čia simbolis x > —0 reiškia kintamojo x artėjimą 
x—+ 


prie taško O iš kairės (x <0), 0 x +0 — x artėjimą prie O iš dešinės 
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(x > 0). Tokiu atveju sakoma, kad funkcija y = f(x) taške x = 0 yra tolydi 
iš kairės (nes lim. f(x)= f(0)). 
x—>- 


Aišku, funkcija y = f(x) yra tolydi intervaluose (-ee; 0] ir (0; ee). 
1 
1.6.3 pavyzdys. Funkcijos y= 1 LAK apibrėžimo sritis yra 
X= 


X =(-—; 1)U(1; e), tačiau ji tolydi tik intervaluose (-<; 1) ir (1; e) 
(1.6.3 pav.). 


1.6.3 pav. 


Paminėsime dar kelias svarbias tolydžiųjų funkcijų savybes. Tarkime, 
kad funkcija y = f(x) yra tolydi srityje X . Tuomet: 


1) kiekviename uždarame intervale [x,; x] X funkcija y = f(x) 
yra aprėžta, t.y. egzistuoja tokie du skaičiai m ir M , kad galioja 
nelygybė m< f(x) < M, kai xe [x,; x;]; 

2) funkcija y= f(x) uždarame intervale [x,;x;]< X įgyja ir 
didžiausią, ir mažiausią reikšmes. Tai reiškia, kad intervale 
[x,; X>] yra taškai x ir x“, tenkinantys nelygybes: 


fix Į f(2) ze tigi 
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Ta )* f), x [245 X>). 
1.7. UŽDAVINIAI 


1.7.1. Nustatykite, kurios lygybės teisingos: 


M N=RAN, 4) R=RUN, 
2) R= RNN, S) R= OUI, 
3) N=RUN, 6) OnI=8. 


1.7.2. Pavaizduokite plokštumoje šias aibes: 
1) ((x; y): x2+ y2 =4); 
2) ((x; y): x2 + y? <4); 
3) (x; y): 1<x2+y2<4); 
4) ((x; y): O<x2+y2<6); 
S (x; y): 2<x<V5, V3< y< V6); 
6) ((x; y): x20, y 2-2); 
T (ap y) y>x-2, y2-x-2); 
8) (x; y): x2|5|). 
1.7.3. Suraskite skaičių aibių A ir B sąjungą AU B, sankirtą AN B, 


skirtumus AVB ir BVA bei Dekarto sandaugą Ax B, kai: 
1) 4=(l; 2; 3), B=|[-2; -1; 0; I; 2); 


2) A=(0; 1; 3), B= (0; 1; 2; 3); 

3) A=[1; 3; 5), B= [2; 4; 6); 

4) A=[-2; -1; 1; 2į, B=|[-1; 0; 1); 

5) A=[x: 0SxS1į, B=(y:0<y<2); 
6) A=(x: 1<Sx<3), B=(y: 2<y<4); 
7) A=[(1x1 -2<x<2), B=(y: -1<y<3]); 
8) A= (x: k ]<3), B=(y: |y-1|<3). 


1. Aibės ir funkcijos 45 


1.7.4. Grafiškai įsitikinkite šių lygybių teisingumu: 
1) ALA=AnNAS= A; 
2) AU(BNC)=(AUB)nN(ALC); 
3) A(BUC)=(AVBNC; 
4) (AUB)NC=(AnNC)U(BNC); 
S) (AVB)NC=(ANCO)MBNC); 
6) AU(BUC)=(AUB)UC. 
1.7.5. Nustatykite, ar atitiktis tarp aibių X ir Y yra funkcija, kai: 
1) X=([-1; 0; 1; 2), Y=(-1; 1) ,oatitiktis išreikšta rodykline 


ro CDG) 
20 
2) X=([0; 1; 2; 3), Y=([0; 1), o atitiktis išreikšta rodykline 


Ho 40 
27 00 


1.7.6. Kokios vieno kintamojo funkcijos turi 
1) šias savybes: f(0)=1, f(1)=a, f(x;+x5)= f(x, )- f(25): 
čaa>0,az1; 
2) šias savybes: f(1)=0, f(a)=1, f(x1x5)= f(x) + f(x); 
čaa>0,a2197 


diagrama 


diagrama 
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1.7.7. Nustatykite, kokiose aibėse apibrėžtos šios funkcijos: 


1) f(x)=4Jx+1-4V3-x; 
2) f(x) =1- V2cos2x; 





Žž 2 
Ž= “ 
4) f(x)= In(-x2 +x-1); 
5) Tų „EE 
6) f(x,, x;)=In(x2—-x;); 
7) Play x) = Ja 225 — Jaro i 
8) flai x5)= J4 i +yL- 5. 


1.7.8. Raskite šių funkcijų reikšmių aibes: 
1) f(x)= = . 
2) f(x)=4x2-— 
3) f(x)= a =3x+12); 
4) f(x)= EKT 
1.7.9. Parašykite sudėtinę funkciją y = f(g(x)) ir nustatykite jos 
apibrėžimo sritį, kai: 


1) y=f(u)=V1-u2, u= g(x)=sinx; 


2) y= f(u) =cosu, u= g(x) = arccosx ; 
3) y= f(u)=u2 +, u= g(x)=x-1; 
4) y= f(u) = arctgu,, u= g(x)=x24+1. 


1.7.10. Grafiškai pavaizduokite šias sekas: 


I Len (2) 
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3) 0 +2+ San) 


n 
|) 


1.7.11. Suraskite funkcijų lygio kreives, atitinkančias duotuosius 
lygmenis yg ir nubrėžkite šių kreivių grafikus: 





1) f(x, X>) = 2x, +3x5, Yo =5, Yo =10, y;= 20; 
1 1 


1 
2) žais Yo= 1, ar at 


3) f015 X) = XX, Yo =—2, Yo =0, Yp=1; 


x 
4) fa) Yo =1, y, =2, Yo =3. 














2 
1.7.12. Apskaičiuokite ribas: 
2-4x+1 1+sin2 
1) li S Žin E, 
x>2  2X+1 „„Z1-cos4x 
4 
x2-4x+3 x2-5x+6 
3) lim———:; 4) Lim——————: 
Jim x-l : ) Un x2-x-2 : 
3 -2 
5) tn NE A 6) Im š 
x59 X- x58 X-8 
x2+2x+1 2x3+ 3x2+1 
7) li 2 8) li : 
j Bu x2+5 ) Pn 4x3 -1 
Jl+ x-/Jl-x į Yx-1 
9) lim š 10) lim : 
x—0 X z=>14/x = 1 
2n+-5 /4n2 +1 
11) lim 22. i ia — 2: 


n=>» 1 — 2n ur 
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"2 5 2 
13) lim 222. 14) lim . 
x>0 sin3x x>0 1 — COSX 
1 -cos2 tgx=si 
15) Em ——i 16) ku 
x50  XSiNX +50 13 
2 1 
17) lim(/x2 +3x—x); 18) in[>27- ) 
| 12 
19) nl Ė J 20) im (x? +1 —/x2 —4x); 
x>24 X-2 x3-8 x5>— 
2 3n 4 5 
21) iim[1+ 2) . 22) in[2 . 
ne n n——- n 
14-21 1-x 
l ž 4) li — : 
žA) im(Žt 2 4 a LŽ 
25) lim n(In n=In(n+1)); 26) lim (sin2x)e?2s, 
R 


1.7.13. Raskite šių funkcijų trūkio taškus: 
I y=2- 2: 
x 


0,5x?, kai|x|< 2; 

2 y=į 25, kai|x|=2; 

3, kai | x|> 2. 
1.7.14. Su kuria a reikšme funkcijos: 
—-x2, kaix <); ax24+ 1, kaix > O; 
1 ae jy —x, kaix < 0; 


yra tolydžios intervale (-; e)? 
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2. IŠVESTINĖ 
2.1. IŠVESTINĖ FUNKCIJA 


Tarkime, kad intervale (a; b) apibrėžta vieno kintamojo funkcija 
y= f(x) (2.1.1 pav.). Pasirinkime kurį nors intervalo (a; b) tašką x4 ir 
sudarykime santykį 

f(4)-T (X0) 


X- Jo 


(2.1.1) 


Šis santykis apibūdina funkcijos y= f(x) augimą intervale [x4; x], O 
tiksliau — tai funkcijos y = f(x) augimo vidutinis greitis intervale [xg; X]. 
Iš 2.1.2 pav. matome, kad funkcijai y = g(x) toks santykis 
8(x)- 8(Xo) 
"2 
yra didesnis, negu (2.1.1). Kitaip tariant, intervale [xg; x] funkcijos 
y = g(x) augimo vidutinis greitis yra didesnis negu funkcijos y = f(x). 

Jei intervalą [x4; x] mažinsime (x artinsime prie x4), tai santykis 
(2.1.1) charakterizuos funkcijos y = f(x) augimo greitį vis siauresniame 
intervale. Jei egzistuotų riba 

im OZ 700) p, 

xx) X-Xų 
tai skaičių v(x;) galėtume pavadinti funkcijos y = f(x) kitimo momentiniu 
arba ribiniu greičiu taške x4. Iš tikrųjų tai ir yra funkcijos y = f(x) 


išvestinė taške Ag. 
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2.1.2 pav. 


Funkcijos y= f(x) išvestine taške x) (žymima f (xg)) vadinama 


riba lim TG)-F00) Ly. f (x4)= lim T) -F00) 
0 X 


X2319 X, DX, X- X 


Žinoma, šitokia riba gali ir neegzistuoti. Tuomet sakoma, jog funkcija 


taške x; išvestinės neturi. 
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Dažnai argumento pokytis x — x; žymimas Ax. Tuomet x= x; + Ax, 
o Ay= f(x)- f(x6)= f(xg + Ax)- f(xg) vadinamas atitinkamu funkcijos 
pokyčiu. Vadinasi, ir išvestinės apibrėžimą galima perrašyti taip: 

f ao) Jim SA Ii 2 

Vertėtų pabrėžti, kad funkcija gali turėti išvestinę tik tolydumo 
taškuose. Tačiau tolydumo taške funkcijos išvestinė gali ir neegzistuoti. 
Pavyzdžiui, funkcija y=|x| yra tolydi intervale (—ee; ee), bet taške x = O 
išvestinės ji neturi. 

Tarkime, kad funkcija y = f(x) turi išvestinę kiekviename intervalo 
(a; b) taške x,t.y. 
f(x + Ax)- f(x) 

Ax 
Tada ši formulė apibrėžia naują funkciją y“ = f (x), kuri vadinama 


f (x)= lim „xe(a; b). 
Ax—0 


funkcijos y = f(x) išvestine funkcija arba tiesiog išvestine. 


Grįžkime prie funkcijos išvestinės geometrinės interpretacijos. 
A 
Santykis 2 yra stačiojo trikampio ABC ((2.1.1 pav. ir 2.1.2 pav.) kampo 
B tangentas: 
Ay 
tgD =. 
= 


Kai x — x3, trikampio ABC įžambinės AC ribinė padėtis sutampa su 


funkcijos grafiko liestine, išvesta taške A. Taigi 
, „ Ay 2 
= Į ——= Į t -— Ž 
f (x0)= Jim Jim tgB = ta; 


čia G yra kampas, kurį su Ox ašimi sudaro funkcijos grafiko liestinė, 
išvesta taške A. 

Naudodamiesi išvestinės apibrėžimu, apskaičiuokime kelių vieno 
kintamojo funkcijų išvestines. 
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1) f(x)=x?; 
2. „2 2 
Piejis lim (x+ Ax)“ -x —- 2xAx + Ax - 


= lim (2x + Ax)= 2x. 
Ax—0 


Rašoma tiesiog (x2) = 2x. 


2) f(x)= x; 


1 


= lim ————= 
Ar>0 /x + Ax + X 
ė | 
Taigi (/x) = —— 
gi (V) 2 x 





3) f(x)=sinx; 
5 < Ii 
į 12) 2 Ax 
sin— 
= lim < lim cos 
Ax—0 k adė Ax—0 
2 


Gavome (sinx) = cos x. 


l 
4) 2001 
| 





1 
, -- x+Ax X 
f (4) Ja Ax 


=- Į ————— 


Ax>0 (X + Ax )X 


x+Ax1—- 


sin(x+ Ax)-sinx | 


Jx Ax 


= UM —————=——Ž1“* 


Ax—20 Ax[/x + Ax + Jx) 


1 


lp . 


1m 
Ax—>0 Ax 


Ax 
+ 1-c0Sx = cos x. 


in ———= 
—>0 Ax(x + Ax )x 


1 


2 


Ax 2 
2sin— cOS| X + — 
2 2 
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+ d 
Vadinasi, |) =———. 
£ x2 
Apibrėžus vieno kintamojo funkcijos išvestinę, nesunku tai padaryti ir 
kelių kintamųjų funkcijoms. 
Tarkime, kad y= f(x,,x;) yra dviejų kintamųjų funkcija. Šios 


" 0 
funkcijos daline išvestine taške (x,; x;) pagal kintamąjį x, (žymima m 
1 


arba y,,) vadinama riba 
lirii fix, Aš T) — T Ks). 
Ax, —>0 Akį ' 
čia f(x, + Axp, x;)- f(x,, x;) yra funkcijos dalinis pokytis kintamojo x, 


atžvilgiu. Funkcijos y= f(x,,x;) daline išvestine pagal kintamąjį x; 
0 
(žymima arba y,,) vadinama riba 
Ap 


lim Tija X; + Ak5)— f(a). 
Ax; 20 Ax; š 
čia f(x,, x; + Ax;)- f(a,, x;) yra funkcijos dalinis pokytis kintamojo x; 


atžvilgiu. Atkreipkime dėmesį, kad apibrėžiant dalinę išvestinę O buvo 
Xi 


m A M, = | 
fiksuotas (nekito) antrasis kintamasis, 0 —— apibrėžime nekito pirmasis. 


0X, 


Funkcijos y= f(x,,x;) dalinės išvestinės taip pat yra dviejų 


kintamųjų funkcijos. Kai norima užrašyti dalinės išvestinės = reikšmę, 


0X, 


Oy k 
tarkime, taške (x?; x9), rašoma ša - arba y, (xp, x9). Analogiškai 
Xi 0 0 
(1543) 
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—-—" a 0 į 
dalinei išvestinei > rašoma: arba y, (x: x5). 


X; 0X; 





(xP; x9) 
Pateiksime pavyzdžių. 
- 1) Apskaičiuokime funkcijos y=xžsinx, dalines išvestines ir jų 


reikšmes taške (1;7): 





0 ; : , | 

ay, = 2x sinx;, —| =), (I,1)=2-1-sin7 =0; 

J0x I Ox, iai 1 

B ARS, Oy , , 

Pig Xx, = 37 Š0šX, 2), om (L1)=1 +C0S7T =—-1. 
22 





2) Apskaičiuokime funkcijos y =(5x, +7x,)" dalines išvestines ir jų 


reikšmes taškuose (-—1; 0) ir (2;-1): 











D 1055, +74,), d =-50, A =30; 
dr, dr, (-1:0) a, (2;-1) 

Oy Oy 

—=14(5x, +7x,), — =-70, 2 = 42. 
ak; 2 (-1:0) x, (2:-1) 








3) Apskaičiuokime funkcijos y=alx +4x, dalines išvestines ir jų 


reikšmes taškuose (—1; 2) ir (3; 4): 











Oy X Oy 2 Oy 3. 
Ox, |*; +4x, Ala 3 | ilga 3 | 
a 2 Sy 2 A S 
0x; E +4x, Ox; (-1:2) 3 dk (3:4) Ė 
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2.2. IŠVESTINIŲ SKAIČIAVIMAS 


Kai kurių vieno kintamojo funkcijų išvestines, kaip matėme, galima 
apskaičiuoti remiantis apibrėžimu. Sudėtingesnių funkcijų išvestinių 
skaičiavime praverčia išvestinių savybės. 

1. Jei funkcija y = f(x) turi išvestinę, tai 


(<£(x)) =<f (6); 
čia c — bet kuris realusis skaičius. 
Iš tikrųjų pagal išvestinės apibrėžimą 
cf (x + Ax)-cf(x) | 
- Ž 


as f(x +Ax)- (4) Ė 
= El A 67 (2): 


| 2. Jei funkcijos y = f(x) ir y = g(x) turi išvestines, tai 


(cf(x)) = Jim. 


(£(x)+ 8(x)) = f (x)+8 (4). 
Įrodymui pakanka pasinaudoti išvestinės apibrėžimu: 
Pla + Ax)+ glx+ A) (F(64)+ 804) 
Ax 
Kim LEAD 0 pp EGTA 80) 


Ax—0 Ax Ax—>0 Ax 


(f(x)+ g(x)) = Jim, 


= f(x) +8 (4). 


(f(x) 8(x)) = f (x)8(x) + f(x)g (X). 
Įrodymas. Pagal apibrėžimą 
J(x + Ax)g(x + Ax)- f(x)a(x) 
Ax 
Pastarosios trupmenos skaitiklyje pridėkime ir atimkime reiškinį 


| 3. Jei funkcijos y = f(x) ir y = g(x) turi išvestines, tai 


(f(x): g(x)) = Jim, 


f(x)g(x + Ax). Sugrupavę narius, gausime: 


(P(x + Ax)- fG)a(x + Ax), 


(FC): 804) = lim, = 
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(g + A)- BD) LEA G) 


li li 
a Ax Nea Ax 
+ AX) 
ličis glknAsj fi Tr, ATARI 
Ax—>0 Ax—>0 Ax 


= f (x): 8(x)+ f(x)g (a) 
4. Jei funkcijos y= f(x) ir y= g(x) turi išvestines ir g(x)Z0, 


tuomet 


sr „T0O)86)- 108 6) 
"2 8 87(x) 

Įrodymas. Samprotaudami panašiai, kaip įrodinėdami trečiąją savybę, 
gausime: 

| Pax Ax) f(x) 
20) O im SLR BX) 





£(x) Ax>0 Ax 

ip SEADEO)- B KAG) | 

Ar Ax g(x + Ax)g(x) 

j (i (+ Ax)- f(x) 

77 LM ——— 7 — 
£7(xX) VAx—>0 Ax 

— (g(x + Ax)- 2 iz f ()a(x)- f(x)g (x) 
Ax—>0 Ax £*(x) 


5. Sudėtinės funkcijos y = g(f(x)) (čia y = g(u), u= f(x)) išvestinė 
skaičiuojama pagal formulę 
y =8 (u)-f (x). 

Įrodymas. Nepriklausomam kintamajam x suteikime pokytį Ax. 
Tuomet funkcijos 4= f(x) reikšmė pakis dydžiu Au = f(x + Ax)- f(x) ir 
todėl atsiras funkcijos y = g(u) pokytis Ay = g(u+ Au)- g(u). Aišku, kad 
Au — O, kai Ax > O (nes u= f(x) yra tolydi funkcija). Kadangi 
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A 
lim 2- g(u), 
Au>0 AU 


tai iš ribos apibrėžimo gauname 


S £ (u)+04(Au); (2.2.1) 


čia (Au) yra funkcija, kurios riba, kai Ax — O, lygi nuliui: 


lim 4(Au)= 0. 
Au—>0 


A 
Padauginę (2.2.1) lygybę iš - gauname 


Ay + „Au Au 
——— == AI 
pa 8 (Wu): ( P 
Iš čia, kai Ax — 0, turėsime 

y= 8 (u)-W(x)= g (u)- f (x), 


nės 


Ibn 22 u(x), lim 4(Au)= 0. 
Ax>0 Ax Ax—>0 


Taikydami išvestinių savybes, galime apskaičiuoti pagrindinių 
elementariųjų funkcijų išvestines. Čia pateiksime tik jų formules. 
1 y=c, y =0 (c - konstanta) 
2 y=A, y = 
2. 15-50, y =“ 
4 y=a*, y =a*lna (a>0) 
Kai a=e,tai y=e*, y =e* 


p 1 
5. y=log,xX, y =—— (a>0a>1) 
x Ina 


Kai a=e, iai y=Wnxz, x =— 
ba 


6. y=sinx, y =COSX 


7. y=cosx, y =-sinx 
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š 1 
6. y=tgx, y = i 
cos? x 
9 t : 
„yY=ctgX, Y =-— 
PTMAS sin? x 
A ų | 
10. y=arcsinx, y =—— 
1- x2 


1 


11. y=arccosx, y “2 
- X 








1 
12. y=arctgx, y = 
pemtdgi, Į 523 
13. y = arcct "=- l 
, X, 
y £X, Y id 


Išvardintų formulių pakanka skaičiuojant ir sudėtingesnių funkcijų 
išvestines. 
Apskaičiuokime kelių funkcijų išvestines. 
1. y=x*+3x2-2x+4, 
y =(x4) +(3x2) -2x +4 =4x3+6x-2. 


1 
2. p= MS 


(8) 


3. 7=xžsšinx, 


4)-2 1.2 23 
ži Ligai T 


EE SPE 


y =(x2) sinx + x2(sinx) = 2xsinx + x2cosx. 


COSX 





4. y= 


> 


x2 
„(cosx)- -x2-cosx-(x2) —x2sinx-2xcosx 
xsinx+2co0sx 
x3 


2. Išvestinė 59 


5. Funkcija y=sin5x yra sudėtinė, sudaryta iš funkcijų y =sinu ir 


u= Sx, todėl 
y =(sinu) -(5x) =cosu-5 = 5cos5x. 


6. Funkcija y=sin5x — sudėtinė, sudaryta iš funkcijų y=u5 ir 


u=sinx,todėl y =(u5) -(sinx) = 5u4 -cosx= Ssin4 x-cosx. 


T. 7=0UP yra sudėtinė funkcijai y=u4, u= ctg=, todėl 


22 4. E) adapž 2 
7 =) t ctB' > ctEĄ š 


Kadangi funkcija u = ctg= taip pat sudėtinė, tai 














[aš] --—z($)--— 
3 sin2 = 3 3sin2 ž 
Taigi 

32 
i dyd 1 4cos 3 
y -2008 7 |- == . 
asi nžŽ ių 
3 3 


1 
8. y=3tg'x+Incosx, 





< 4 ; 4 
y ==-2tgx -(tgx) + "(cosx) = 
Ž COS X 


tgx  sinx 1 ) 5 
Ž - = tgx -1|=tg3 x. 
COSŽxX  COSX š COS2 x š 


9. y=arctgV6x-1, 
; 1 —. l . 
L 1+ (V6x-1)2 S 6x 2/6x-1 E 
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l l l 
Hi — —— L — 
6x 2/6x-1 2x/6x-1 
10. Funkcija y=x*, x>0 nėra nei laipsninė, nei rodiklinė. 
Pertvarkykime ją taip: y = e*!"*. Tuomet turime sudėtinę funkciją, todėl 


y =e*hx(xlnx) =x*-(Inx+1). 
2.3. IŠVESTINĖS TAIKYMAS EKONOMIKOJE 


Išvestinė charakterizuoja funkcijos kitimo greitį kintant jos 
argumentui. Jei ryšys tarp dviejų ekonominių rodiklių išreiškiamas funkcija, 
tai šios funkcijos išvestinė nusako vieno rodiklio kitimo greitį kito atžvilgiu. 
Smulkiau aptarkime kai kuriuos pavyzdžius. 

Tegu x yra planuojamas gaminti produkcijos kiekis, o K = K(x) — 
gamybos kaštai. Kaip matome, gamybos kaštai K ir planuojamas gaminti 
produkcijos kiekis x susieti funkciniu sąryšiu — funkcija K = K(x). Šios 
funkcijos pokytis 

AK = K(x + Ax)- K(x) 


AK 
yra kaštų pokytis, atitinkantis gamybos kiekio pokytį Ax, o santykis ia 


vidutinis kaštų kitimo greitis. Ribinis (momentinis) kaštų kitimo greitis, 
esant gamybos lygiui x, yra 

K'bės lin sp, RT 

Ax>0 AX A550 Ax 

Ekonominėje literatūroje išvestinė K (x) vadinama ribiniais gamybos 
kaštais. 

Tarkime, kad U=U(x) yra pagaminto produkcijos kiekio x 
naudingumas gamintojui. Atkreipiame dėmesį, jog U(x) - nebūtinai pelnas. 
Tai gali būti pagaminto produkcijos kiekio subjektyvaus vertinimo skaitinė 
išraiška. Santykis 
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AU  U(x+ Ax)-U(x) 

Ax Ax 
yra vidutinis naudingumo kitimo greitis intervale [x; x+ Ax]. Ribinis 
naudingumo kitimo greitis 

ias ta Ža pp UI 

Ax50 Ax Ax—0 Ax 
vadinamas ribiniu naudingumu. 

Ekonomikoje dažnai naudojama santykinė išvestinė (elastingumas). 
Apibrėžkime ją. 

Nagrinėkime funkciją y= f(x), xe(a;b). Intervale (a; b) 
pasirinkime tašką x. Argumento pokyčiui Ax apskaičiuokime funkcijos 
pokytį 

Ay = f(x + Ax)- f(x). 

Funkcijos y = f(x) santykine išvestine arba elastingumu kintamojo 


x atžvilgiu vadinama riba 
Ay Ax 
E.(y)= lim E (x*0,y*0) 
AX Yy X 


(kai egzistuoja). 
Šią ribą nesunku apskaičiuoti: 
„| Ay Ax , A „ A ' 
E,(y)= lim (2-2) im 22. =Ž tim 2 (x). 
Ax50) Yy X Ax>0 yYAX yAxX—0Ax y 
Vadinasi, jei funkcija y = f(x) turi išvestinę y = f (x), tai šios funkcijos 


santykinė išvestinė (elastingumas) yra 


X ž 
E,(y)=—- y. 
y 


Išsiaiškinkime elastingumo E,(y) prasmę. Dydis —-100 reiškia 
x 
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A > 
argumento santykinį pokytį, išreikštą procentais, o ŽŽ 100 — atitinkamą 
Y 


funkcijos procentinį pokytį. Šių dydžių santykis 
A Ax A 
2 io)(AE, 100) „ki 
y :- 


yra vidutinis funkcijos y= f(x) procentinis pokytis, tenkantis vienam 
argumento pokyčio procentui intervale [x; x+ Ax]. Perėję prie ribos, kai | 
Ax 0, gauname momentinį (taške x) funkcijos y= f(x) elastingumą 
E,(y) kintamojo x atžvilgiu. Taigi E,(y) yra procentinis funkcijos 
y = f(x) pokytis argumento reikšmei x pakitus vienu procentu. 


Pavyzdžiui, tegu y = 2e*. Apskaičiuokime elastingumą E,(y) taške 





Eg(y)= 10. 

Tai reiškia, kad kintamajam x padidėjus vienu procentu (nuo 10 iki 10,1), 
funkcijos reikšmė padidės 1070 (nuo 2e!0 iki 2,2e!0). Panagrinėkime dar 
porą pavyzdžių. 

1. Paklausos elastingumas kainos atžvilgiu. Tiriant rinką svarbu 
žinoti, kaip prekės paklausa reaguoja į kainos kitimą. Tuo tikslu 
skaičiuojamas paklausos elastingumas kainos atžvilgiu. 

Tarkime, kad p yra prekės kaina, g — paklausa, o ryšys tarp šių 
dydžių išreikštas funkcine „priklausomybe 4= f(p). Pagal elastingumo 
apibrėžimą gauname 


B 2 
m————- 5 
E,(a) KE f (p) 
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Apskaičiuokime, pavyzdžiui, paklausos elastingumą kainos atžvilgiu, kai | 


1 : 
4=200-7 p? ir p=10. Gausime: 


2p2 
E,(4)= “(= p)=- B 2? 
200-- p2 P 
2 
24-12 2 
Eut9= mg 37081 


Neigiamas elastingumas reiškia, kad didinant kainą, paklausa mažėja. Šiame 
pavyzdyje padidėjus kainai vienu procentu (nuo 10 iki 10,1), paklausa turėtų 
sumažėti 0,6774. 

Paklausos elastingumas kainos atžvilgiu paprastai užrašomas teigiamu 
skaičiumi E.(4)= —E (4). 

2. Bendrųjų kaštų elastingumas. Tarkime, kad funkcija K = K(x) 
sieja bendruosius gamybos kaštus K ir produkcijos kiekį x. Elastingumas 
E,(K) išreiškia bendrųjų kaštų procentinį pakitimą, padidėjus gaminamos 
produkcijos kiekiui vienu procentu. Pagal apibrėžimą turėsime 
E(K)= = Ko = K): — L žo 


Ši lygybė leidžia elastingumą E,(K) interpretuoti ir taip: tai ribinių 





K 
gamybos kaštų K (x) ir vidutinių kaštų : ) santykis. 


Panagrinėjome tik dažniausiai nė ekonominius rodiklius. 
Aišku, panaudojant elastingumą galima analogiškai įvertinti ir kitokių 
ekonominių rodiklių sąryšį Tai galėtų būti, pavyzdžiui, pasiūlos 
elastingumas kainų atžvilgiu, paklausos elastingumas vartotojų pajamų 
atžvilgiu, produkcijos savikainos elastingumas pagamintos produkcijos 
kiekio atžvilgiu ir pan. 
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2.4. DIFERENCIALAS 


Tarkime, kad funkcija y = f(x) kiekviename intervalo (a; b) taške x 


turi išvestinę. Tegu Ax — kuris nors argumento pokytis taške x. 
Funkcijos diferencialu taške x (žymima dy arba df(x)) vadinama 


sandauga f (x)- Ax, t.y. 
dy =df(x)= f (x)-Ax= y -Ax. (2.4.1) 


Norint pažymėti diferencialo reikšmę konkrečiame taške x = A, 


rašoma 
dyl „arba df (30). 
Taigi 
dyl „= df(x0)= f (aų) Ax. 


Aiški diferencialo geometrinė prasmė. Nubrėžkime funkcijos 
y= f(x) grafiką (2.4.1 pav.) ir taške (x4; f(x94)) išveskime grafiko 
liestinę. Tuomet diferencialas yra pokyčio Ay dalis - atkarpos BC ilgis. 

Iš tikrųjų trikampio ABC kampo 4 tangentas tg4 lygus f (xg), 
todėl 

dy| 


Apskaičiuokime funkcijos y= x diferencialą. Kadangi y“ =x =1, 


= f (x;)-Ax= tg4-Ax=|BC| (kai f (x4)>0). 


tai pagal diferencialo apibrėžimą dy =1- Ax = Ax arba dx = Ax. Įrašę tai į 
(2.4.1) formulę, gauname 
dy = f (x)-dx= y -dx, 
o iš čia 
"rr 
ina, 
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f(x, + Ax) 





Vadinasi, funkcijos y= f(x) išvestinė yra funkcijos ir jos argumento 
diferencialų santykis. Dažnai pastaroji išraiška vartojama ir funkcijos 
išvestinei: pažymėti. Pavyzdžiui, kai  y=x2+sinx, tai vietoje 


5 į d 
y =2x+cosx kartais rašoma > =2x +COSxX. 
x 


Apskritai dy > Ay . Tačiau, kai argumento pokytis Ax yra pakankamai 
mažas, tai 

dy| 
Iš tikrųjų 


į S 
f (Xo) Jim, 


= f (xo)- Ax = Ay. (2.4.2) 


X=Xo 


flso + Ax)- $(x0) p AV 
Ax Ar>0 Ax i 
todėl, kai pokytis Ax yra gana mažas, gauname 


+ A 
fG0)= 2 


t.y. (2.4.2). 

Ši diferencialo savybė gali būti naudojama skaičiuojant funkcijų 
apytiksles reikšmes. Kadangi Ax=x-x4, Ay= f(xg+ Ax)- f(x5)= 
= f(x)- f(xg), tai iš (2.4.2) išplaukia 
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f(x) = f(x) + f (x — XV). (2.4.3) 
Naudodamiesi šia formule apskaičiuokime, pavyzdžiui, 4/253 . 
Skaičius 4/253 yra funkcijos f(x)= Vx reikšmė taške x= 253. 
Suraskime šios funkcijos išvestinę: 
; į l 
f (1)= (4/x) = Pin 
Pasirinkę x; = 256, pagal (2.4.3) formulę gauname 


4.43 





4/253 = £(253) = f(256) + f'(256)(253 256) =4— 


3 
=4——— = Ė 
256 3,9883 


Kelių kintamųjų funkcijoms diferencialas apibrėžiamas naudojant 
dalines išvestines. 

Tarkime, kad y = f(x,, x;) yra dviejų kintamųjų funkcija, o Ax; ir 
Ax; — kintamojo x, ir kintamojo x; pokyčiai. 

Funkcijos y= f(x,,x;) diferencialu taške (x; x;) vadiname 


skaičių df(x,, x;), gaunamą pagal formulę 
y af; 


df(xų, X>)= — 
Ly: x5) 2 (ay: X5) 


„Ax, + -Ax3. (2.4.4) 








Šią formulę galima užrašyti ir taip: 

dy = ys, (15 X>) di + Y,, (245 X>) do. 

Kai pokyčiai Ax, ir Ax; gana maži, dviejų kintamųjų funkcijos 
diferencialas df(x,, x,) apytiksliai lygus funkcijos pokyčiui 

Ay = f(x, + A5į, X5 + Ax5)- f(a, X2) 
taške (x,; X;): 

df(xį, X;) = Ay. 


2. Išvestinė 


2.5. UŽDAVINIAI 


2.5.1. Raskite šių funkcijų išvestines: 





3) y=x+2Vx +34x; 
4) y=61/x -44/x; 


5) y=x-tgx; 
6) y=xčctga; 
tgx 

nY- 2: 
paai 
754 
COS X 
9 1 —— ———: 
) J 1+ 2sinx" 
r is B 
E kai 


11) y=cos6x +sin3x; 
12) y=(1-2x)!0; 


13) y=,„/(5++3) į 


14) y=——: 
)Y (1+ cos4x)2 * 


15) y=sinė x +cos* x; 
16) y=arccos x ; 
17) y=e*/1 —e2* +arcsine*; 


18) y=x arccosx-/1-x2; 
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19) y=InY/1+e7*; 
20) y=e24 -e347; 
21) y= In(e-* + xe7*); 


22) y=arctt ——.; 
17 i 1+ /1-x2 
23) y = arccos(sin x2 - cos x2); 


arcsinx 1. 1-x 


H“——; 
1-x2 2 lix 


2.5.2. Raskite dviejų kintamųjų funkcijos y= f(x,, x;) dalines 





24) y= 


išvestines ir jų reikšmes taške (2; 1), kai 


X 
1) y=x| +43 451 X5 2) y=xp- 2: 
x; 
xp 
3) y=—; 4) y= In(xį +45); 
32 
: x x, +X 
5) y=aresin———; 6) y=arctg L. 
Xi +45 1-*145 


2.5.3. Tarkime, produkcijos naudingumas U yra jos kiekio x funkcija 
U =U(x). Apskaičiuokite ribinį naudingumą, kai 


1 1 
1) Uk) pW 1745, +=10; 


2) U(x)=Ig(x2+10), x=5; 
3) Ulx)=-Gx+4)7, x=i: 
4) OŪla)=2**!,5=2, 
2.5.4. Produkcijos paklausos 4 priklausomybė nuo kainos p išreikšta 
funkcija g = f(p). Apskaičiuokite elastingumą E.(4), kai 
1) f(p)=20-0,1p3, p=5; 
2) f(p)=100-0,5p?-p, p=10; 
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3) f(p)=50-5lnp, p= 20; 
4) f(p)=60-2p-41In(p?+2), p=8. 

2.5.5. Bendrųjų gamybos kaštų K ir produkcijos kiekio x 
priklausomybė išreikšta funkcija K = K(x). Apskaičiuokite elastingumą 
E.(K),kai 

1) K(x)=10+2x+3x2, x=1; 
2) Klx)=5+ 2e*“!, x=2; 
3) K(x)=2x +1n2(2x +1), x=5; 
4) K(x)=A(2x+ 3) +x3, x=2. 
2.5.6. Apskaičiuokite funkcijos y = f(x) diferencialą taške x, kai 
3 


2x+ 
1) t ar PT, X;=1, Ax=0,1; 


l 
2) f(x)=x2+—, X, =2, Ax =0,05; 
.- 


3) f(x)=sin*x-cos4 x, =, Ax =0,01; 


4) f(x) = J(5x+2)?, x =6, Ax =0,03. 


2.5.7. Panaudodami diferencialą apskaičiuokite funkcijos y = f(x) 


pokytį taške x;, kai 


1 
1) f(x)=x——, x; =1, Ax =0,; 
x 
1 
2 = 1+—, 42 =4, A£=02: 
) f(a) Jx "> Xo 


3 
x+1 
3) fo) = [221] „X; =1, Ax =0,01; 


4) f(x)=x* +x7, x4=2, Ax=-0,05. 
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2.5.8. Panaudodami diferencialą apskaičiuokite dviejų kintamųjų 
funkcijos y= f(x,, x;) pokytį taške (x?; x? ), kai 
1) f(ai, X2)= X1X, 
= 1, 4 =2, Ap =0l, Ak =02; 


2) fl 4), 
žį 


x =1, x =1, A =0,2, Ax, =-0,; 


3) fa )= Ja 3, 

x =2, =, Aps, Ar = di 
4) f(a 2>)= (1-5), 

X =1, 5 =ž, Ap =00, A5=001; 
5) Jika, J = 523, — 005 X, 

* =, X =e—1, Ar =001, Ax, =002; 
6) f(4,x,)= tg(x, +3x5), 

x? =0, x? =1, Ax, =0,02, Ax, =-0,01; 
T) Žik B j=s24kV“, 

x? =1, x =-1, Ax, =—0,005, Ax, =0,03; 


8) f ,x,)=arctg ZL, 


x; 


2, =2, x, =3, Ar, =—0002, As, =-0,003. 
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3. INTEGRALAI 


3.1. PIRMYKŠTĖ FUNKCIJA IR NEAPIBRĖŽTINIS 
INTEGRALAS 


Funkcijos f(x) išvestinę f) bei diferencialą df(x)= f (x) dx 
apskaičiuoti mokame. Panagrinėkime atvirkštinį uždavinį, kai turint funkciją 
f(x) reikia surasti funkciją F(x), kurios išvestinė būtų lygi f(x), t.y. 
F (x)= f(a). 

Jei F'(x)= f(x), kai xe X, tai F(x) vadinama funkcijos f(x) 
pirmykšte funkcija aibėje X. : 

Kartais funkcijos pirmykštę funkciją galima surasti taikant išvestinių 
skaičiavimo taisykles. Pavyzdžiui, funkcijos f(x)= 3x2 +2x +4 pirmykštė 
funkcija intervale (-0e; e) yra F(x)= x3 +x2 +4x, nes 

F'(x)=(x3+x2+4x) =3x2+2x4+4= f(x). 

Čia pat atkreipkime dėmesį, kad ir funkcijos F(x)+C su bet kuriuo 
skaičiumi C taip pat yra pirmykštės, nes konstantos C išvestinė lygi nuliui. 
Taigi jei F(x) yra funkcijos f(x) pirmykštė funkcija, tai F(x)+C (C —- 
konstanta) irgi yra pirmykštė. Taip pat nesunku suvokti, jog ir kiekvieną 
funkcijos f(x) pirmykštę funkciją galima išreikšti formule F(x)+C. 
Šiomis išvadomis grindžiama neapibrėžtinio integralo sąvoka. 

Funkcijos f(x), xe X neapibrėžtiniu integralu (žymima | f(x) dx) 
vadinama funkcijos f(x) pirmykščių funkcijų F(x)+C (C - konstanta) 
visuma. Tada rašoma 


[500 dx = F(x) +C, C - konstanta; 
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čia f(x) vadinama pointegraline funkcija, o f(x)dx — pointegraliniu 
reiškiniu. 
Iš apibrėžimo matyti, kad galioja lygybė 

(F(x)+C) =f(2), 


arba tiesiog 


(50) 4) = 70). GL) 


Žinodami pagrindinių elementariųjų funkcijų išvestinių formules, 
galime sudaryti ir pagrindinių integralų lentelę: 





xU+l xū+1 : 
[xed:= —+C (a>-0,nes +C| =x2: 
«a+1 “+ 





[ard+-—+C (030, a4- mes ( +) =ą*; 
Ina Ina 


je dx=e* +C,nes (e*) =e*; 
Įsinxdx=-cosx+C, nes (-cosx+ C) =sinx; 


Įcosxdx=sinx+C, nes (sinx+ C) = cosx; 








=tgx + C,nes (tgx+ C) = 


J COS? X cos2x? 








d 
| S =-ctgx+C,nes (-ctgx+C) = 


sin2 x sinžx? 





dx , 
K =arctgx +C, nes (arctgx+C) = 1+ x2 | 


dx 1 
— =arcsinx+ C,nes (arcsinx+ C) = į 
1 ) s11— X 


Atskirai panagrinėkime integralą [Z. Pointegralinės funkcijos 
X 





1 
f(x)=— apibrėžimo sritis yra X =(-; 0)L(0; <»). Kai x >0, turėsime 
X 
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d 1 
[Z=Inx+C, nes (Inx+C) =—. 
x ž 
Jei x< 0,tai 
d. 2! 1 
[Z=1n5)+C, nes Ūn(-x)+ CO) =—-(-1)=—. 
X + X 
Taigi, kai x e X, galime rašyti 
d. 
[Z=n]x|+c. 
X 
Paminėsime dvi dažnai naudojamas neapibrėžtinių integralų savybes: 
1) pastovų daugiklį galima iškelti prieš integralo ženklą, t.y. 
| ky) dx= k| f(x) dx, k - konstanta; || (3.12) 
2) funkcijų sumos integralas lygus tų funkcijų integralų sumai, t.y. 
[(roo+ a0)) dx = | FC) dx+ | go) dx. 3.13) 

Šias savybes nesunku įrodyti pasinaudojus neapibrėžtinio integralo 
apibrėžimu ir (3.1.1) lygybe. Iš tikrųjų, apskaičiuokime (3.1.2) lygybės 
dešiniosios pusės išvestinę: 

(k| f) dx) = kl 1(x) dx) = k(a). 

Kadangi ji lygi pointegralinei funkcijai kf(x), tai (3.1.2) galioja. 
Apskaičiavę (3.1.3) lygybės dešiniosios pusės reiškinio išvestinę: 
(760) dr+ [ ex) dx) = ([ 160 dx) + (|e(x) dx) = 70) + 80), 

įsitikiname, kad ir (3.1.3) teisinga. 


Taikant sumos integralo formulę (3.1.3), paprastai laikomasi tokio 
susitarimo. Tarus, kad 


[f6)de= FO)+G 
1r 
[sl de=G)+C, 


vietoje 
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| GC)+ 80) d= F)+ G) + G+C; 
rašoma tiesiog 

[GC)+ 800) dr = FG)+6)+C. 

Kitaip tariant, vietoje konstantų sumos C,+(C; rašoma viena laisvoji 
konstanta C. 

Remiantis pagrindinių integralų lentele ir paminėtomis savybėmis 
gana lengva rasti kai kurių elementariųjų funkcijų neapibrėžtinius integralus. 
Keli pavyzdžiai: 

1) [(2+ 3592 dx= [(4+ 12x+ 9x2) dx =4[dx+12| x dx + 


x2 x3 
+9|x2 d =4x+12- 19 71C=411+65 131 +C; 


2) I(as+as- Daro [aš ar [aš ar S. 








3/2 4/3 3 

= rs 

f COS 2xX S E ys |- | 
cos2 x-sin2 x V cos? x-sin2 x sin2 x cos2 x 


=-cdgž-tgA+C; 


> x*-1+1 +*-—į dx 
2 = dx= | 1+x2 dx= | 1+x2 +] == 


= [62 I dr+arctgx+C= |x2 dx - [dx +arctgx+C= 








x3 
=, TAB: 








2 3 dx dx 
2) I[Ž > )6-2 1+x2 E beer ai 


= Žarctgx —3arcsinx+C. 
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3.2. INTEGRAVIMO PAVYZDŽIAI 


Funkcijos neapibrėžtinio integralo skaičiavimas paprastai vadinamas 
funkcijos integravimu. Kaip matėme praeitame skyrelyje integruojant 
funkcijas kartais pakanka pagrindinių integralų lentelės ir savybių. 
Sudėtingesnių funkcijų integravimui taikomi įvairūs metodai. Čia 
panagrinėsime tik du integravimo metodus: kintamojo keitimą ir dalinį 
integravimą. 

1. Kintamojo keitimas. Tarkime, kad funkcijos f(t) neapibrėžtinis 


integralas surastas, t.y. 
[far = F()+C. 
Jei funkcija t = (x) turi išvestinę, tai 


[0-0 (x) dr = Flp(x))+ C. 3.2.1) 
Šio teiginio teisingumu nesunku įsitikinti. Iš tikrųjų, kadangi 
(F(o(x))+C) = F (19-09 (x)= £00)-9 (x)= f(P(x)- 0 (x), 
tai gauname (3.2.1). 
Panaudodami diferencialą, (3.2.1) lygybę galime užrašyti ir šitaip: 
| £(0(x)) do(x)= Flo(x))+ C. (3.2.2) 
Pademonstruosime, kaip kintamojo keitimo metodas taikomas 


integruojant konkrečias funkcijas. 
3.2.1 pavyzdys. Apskaičiuokime integralą 


[sin Sz dx, 
Sprendimas. Pažymėkime += 5x . Kadangi 
Įsinrdr =-cost+C, 


tai pagal (3.2.1) gauname 
Įsin5x(5x) dx = 5|sin5x dx = -cos5x + C,, C, - konstanta. 


Iš čia 
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l 1 
ĮsinSxdx = —Zc0s5x+C, C=zG. 
Galima samprotauti ir kitaip. Pertvarkę pointegralinį reiškinį: 


1 
sin 5x dx = „si Sx d(5x), 


pagal (3.2.2) turėtume 


1 
Įsinšxdx== Įsinsxd(53) = < Įsinrar= ias Ža 


| 
===cos5x + C. 
ni X 


3.2.2 pavyzdys. Apskaičiuokime integralą 


I-—- 
„L-3x 


Sprendimas. Pažymėkime +=1-3x. Tuomet dt=d(1-3x)= 


š 1 dx 
1-3x) dx =-3dr Iš čia dx=-=dt ir | =——=-7| 7 
( x) dx š čia dx 3 ir | 5 15 


Kadangi 


tai 


l 


„4 2 
[Z=j: di = i ptC-MI4C, 





2 2 
I-ŽZ-- Vt C=->5VI-31C. 


3.2.3 pavyzdys. Apskaičiuokime integralą | cos x-sinšx dx. 


Sprendimas. Pažymėję f = sin x, gausime 
dt =dsinx =cosx dx; 


1 1 
[cosx-sinš xdx= [13 dt= 76 +C=3sintx+C. 


3.2.4 pavyzdys. Apskaičiuokime integralą 
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[į/1-2 d. 


T T 
Sprendimas. Čia patogu pažymėti x =sin/, :€ - 2. £| .„ Tuomet 


/1-x2 =/l-sinž; =cost, dx = dsint =cost dt; 
1 1 
| = dx= [cos tdi==|(1+c0s21) di = (J dr+ [cos2r dr). 
Kadangi 
1 
Įcos2rar==sin21+C, 
tai 


1 1 
[1-2 =: Linai C) 


Belieka sugrįžti prie kintamojo x: 
t= arcsinx, x €[-1; 1]; 


1 l 
[1 —x2 dx = L aresin x+ „sin(2 arcsin )) +C= 
1 . S š ė 
==| arcsinx + 2 2sin(arcsin x) -cos(arcsin x) |+ C = 


== (aresina+x-VI25)+C. 
2. Dalinis integravimas. Tarkime, kad funkcijos u(x) ir v(x) turi 
išvestines, o sandauga v(x)-u (x) turi pirmykštę funkciją. Tuomet 
[uo V (x) de = u(x) v(x)- |v(x)-U (x) dx. (3.23) 
Šią lygybę galime užrašyti ir taip: 
Į uo) dv(x) = u(x) v(x) - | V(x) dux) (3.2.4) 
arba tiesiog 


[udv=w- |vau. 
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Formulės (3.2.3) įrodymas nesudėtingas. Pakanka apskaičiuoti 
išvestinę: 

(uo) V(x) - | V(x) 1 (5) dx) = (u(x)-v(2)) > (| vC)-/ (x) dx) = 

=u (x)-v(x) + U(x)-v (x)-vV(x)-u (x)=U(x)-v (x). 

3.2.5 pavyzdys. Apskaičiuokime integralą 

| xsinxdx. 

Sprendimas. Kadangi sinx = (cos x), tai pagal dalinio integravimo 
formulę, gauname: 

[xsinx d = — | x(cosx) di = -|x dcosx = -(xcosx - [cosx dx) = 


=-xcosx +sinx+C. 
3.2.6 pavyzdys. Apskaičiuokime integralą 


IE dx. 

Sprendimas. Kadangi e* = (e*) , tai 

IE dx= IE de* = x2e* -|ex d(x2)=x2e* - 2|xex dx. 
Toliau dar kartą taikysime dalinį integravimą: 

IE dx=| x des = xe* - lex dx =xe* -e*+C. 
Taigi 

IE dx= x2e* —2(xe* -e*)+ C=e*/(x2-2x+2)+C. 

3.2.7 pavyzdys. Apskaičiuokime integralą 

| xarctgx dx. 

Sprendimas. Pirmiau pastebėkime, kad 

ždi= Ža 'Ž 


Todėl 
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[x arctg x dx = | arctg x d(x?)= (e arctg x — | d arctg x) = 


| dx 1 l 
18 arctg x- | x? . a aragx-[[1- r 45) 


dx 
1+12 











1 l 
28 arctgx= [dx+ | |-1e arctgx—-xX+arctgx)+ C. 


3.2.8 pavyzdys. Apskaičiuokime integralą 
fin? +1)dx. 

Sprendimas. Taikome dalinį integravimą: 
fin? +1) de= xIna? +1)- |xdIn(a? +1)= 


1 
xž+1 
= xln(x2 +1)- 2(x-arctgx) + C. 


+ 
1+x2 





dx = 





= xIn(x? +1)- | x- .2x dx = xIn(x2 +1)-2] 


3.3. APIBRĖŽTINIS INTEGRALAS 


Tarkime, kad funkcija f(x) yra tolydi intervale [a; b], o jos reikšmės 
teigiamos. Šį intervalą taškais X,, X),.-., X,-, padalinkime į n intervalų, be 
to, laikykime, kad a = x4, b= x, (3.3.1 pav.). Tuomet 

[a; b]= Ig; 110 [15 X5 JU. LX 15 X, 1. 

Dalinių intervalų 1lgiai yra 

At, = —žy, M = žy kp Ak, = Aki 

Sutrumpintai galima rašyti 
A = Zr —- X I Žas 
Iš kiekvieno dalinio intervalo pasirinkę po vieną tašką c; e [x; |; x;], 


i= 1, 2,..., n, sudarykime sumą 
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S = f(a )Axį + f(c2)Ax5+..+f(c,JAx, = X fl JA. (3.3.1) 


i=1 
Geometriškai ši suma reiškia (žr. 3.3.1 pav.) stačiakampių x44,B,x;, 
x, A;B,x;,..., X„„A,B,x, plotų sumą. Jei padalinimo intervalai būtų gana 
maži, šios laiptuotos figūros plotas neabejotinai būtų apytikriai lygus 
kreivinės trapecijos aABb plotui. 

Šitoks intervalo dalinimo principas taikomas sprendžiant įvairius 
geometrijos, fizikos bei kitų mokslo šakų uždavinius. 

Suma (3.3.1) vadinama funkcijos f(x) integraline suma. Aišku, kad 
jos reikšmė priklauso ir nuo intervalo [a; b] suskaidymo, ir nuo to, kaip 


pasirinkti taškai c;. 








Didžiausio dalinio intervalo ilgi pažymėkime A , t.y. 
A= max Ax;, 


I<i<n 


ir nagrinėkime ribą lim S . Kitaip tariant, mus domina integralinės sumos S 
—0 


elgesys, kai intervalas [a; b] skaidomas vis smulkiau. 
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Jei integralinė suma S turi ribą, kai A — 0, nepriklausančią nuo 
skaidinių ir nuo taškų c; pasirinkimo, tai ta riba vadinama funkcijos f(x) 


apibrėžtiniu integralu intervale [a; b|. Jis žymimas simboliu 


b 
[0) dx; 


skaičiai a ir b vadinami integravimo rėžiais: a — apatiniu, o b — viršutiniu. 
Taigi 


b n 
| f(x) dx= įn|Šrtooas | 
E i=1 


Sakoma, kad funkcija f(x) yra integruojama intervale [a; b). 

Įrodyta, kad kiekviena tolydi uždarame intervale funkcija yra 
integruojama tame intervale. 

Kaip matėme, geometrinė interpretacija leidžia teigti, jog apibrėžtinis 


b 
integralas | f(x) dx yra kreivinės trapecijos, apribotos Ox ašimi, funkcijos 


a 
y = f(x) grafiku ir tiesėmis x=a bei x=b, plotas (kai funkcijos f(x) 
reikšmės intervale [a; b] yra teigiamos). 

Kaip apskaičiuoti funkcijos apibrėžtinį integralą? Iš karto aišku, kad 
tai padaryti remiantis apibrėžimu nėra lengva - tektų skaičiuoti integralinės 
sumos ribą, kai 14 —> 0. Mes išsiaiškinsime žymiai paprastesnį apibrėžtinių 
integralų skaičiavimo būdą. Jis paremtas neapibrėžtinio ir apibrėžtinio 
integralų sąryšiu. Be įrodymo suformuluosime šitokį teiginį. 

Jei funkcija f(x) yra tolydi intervale [a; b], tai funkcija 


G(:)= | f(x) dx, te [a; D] (3.3.2) 


turi išvestinę D (t); be to, 
6 (1)= fl). 
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Vadinasi, O(r) yra funkcijos f(/) pirmykštė funkcija (neapibrėžtinis 
integralas), kai / e [a; b]. Be to, 

O(a)=0. (3.3.3) 
Jei F(1) yra kuri nors funkcijos f(:) pirmykštė funkcija, tai intervale 
[a; b] galioja lygybė 

O(r:)= F(:) +C, C —- konstanta. 
Įrašę čia :=a, iš (3.3.3) gauname C =-—F(a). Taigi 

O(r)= F(1)- F(a), te(a; b). 
Atskiru atveju, kai += b, turime 

O(b)= F(b)- Fla), 
o iš (3.3.2) išplaukia lygybė 


b 
[ f) dx= F(D)- Fa). 


Skirtumas F(b) — F(a) paprastai žymimas taip: 
b 
F(x), 
Taigi 


b 
[ f) dx= FCoJ,= F(B)- F(a). (3.3.4) 


Ši formulė yra Niutono ir Leibnico formulė (Isaac Newton - anglų 
fizikas ir matematikas, 1643 — 1727; Gottfried Wilhelm Leibniz — vokiečių 
matematikas, 1646 — 1716). Remiantis ja, apibrėžtinį integralą apskaičiuoti 
nesunku — svarbu mokėti surasti pointegralinės funkcijos pirmykštę 
funkciją. 

Be to, iš Niutono ir Leibnico formulės nesunku išvesti tokią 
apibrėžtinių integralų savybę: 
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jei a<b<c, tai 
Cc b c 
I f(x) dx= | f(x) dx+] f(a) dx. 


Paminėsime dar vieną apibrėžtinio integralo savybę — vadinamąją 
vidutinės reikšmės teoremą. 

Tarkime, kad funkcija f(x) yra tolydi intervale [a; b). Tuomet yra 

toks skaičius c, a<c<b, jog galioja lygybė 


b 
If(x) dx= f(e)(b-a). (3.3.5) 
Ši lygybė lengvai interpretuojama geometriškai (3.3.2 pav.). Jos 
b 
kairioji pusė (apibrėžtinis integralas | f(x) dx ) yra lygi kreivinės trapecijos 


aABb plotui. Dešinėje lygybės pusėje esanti sandauga f(c)(b-a) yra 
stačiakampio aDEb plotas. 





3.3.2 pav. 


Vadinasi, visuomet kreivėje AB galima surasti tokį tašką C, kad 
užtušuotųjų kreivinių trikampių ADC ir CBE plotai būtų lygūs. 
Skaičius f(c)=; vadinamas funkcijos f(x) vidutine reikšme 


intervale [a; b] ir apskaičiuojamas iš (3.3.5) formulės: 
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1 b 
H=7Tzlf0) dr. 


3.3.1 pavyzdys. Apskaičiuokime apibrėžtinį integralą 
2 

[4 +2x+3)dx. 

1 


Sprendimas. Kadangi 
J(4x3+2x+3) dx=x*+x2+3x+C, 


tai pagal Niutono ir Leibnico formulę 


2 
[ax +2x+3)de= (4 +x7 +3x]J, =(24+22+3-2)- 
1 

—(1+1+3-1)=26-5=21. 

3.3.2 pavyzdys. Apskaičiuokime integralą 


| dx. 
2 


Sprendimas. Suraskime pointegralinės funkcijos f(x)= V2x - 


pirmykštę funkciją integruodami kintamojo keitimo metodu: 


1 
t=2x-3, dt= 2dx, dx= „di 


Vax=3 dx => kas bk (2x-3)3 +€. 
3 


Tuomet gausime 


6 
|16:-3 dx= E) L -Ž(J26—37 -(2:2-333)= 


25 
-=27-)=2=82. 
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Kai skaičiuojant apibrėžtinį integralą tenka keisti kintamąjį, 
skaičiavimus galima sutrumpinti kartu pakeičiant ir integravimo rėžius. 


Pavyzdžiui, skaičiuojant integralą 
j /2x-3dx 
2 
(žr. 3.3.2 pvz.), buvo galima rašyti ir taip: 
9 
Ka 3 mia sa =P ==(27- 1)= š2. 
1 


Iš tikrųjų, kai kintamasis x kinta intervale [2; 6], tai funkcijos /= 2x —3 
reikšmės priklauso intervalui [1; 9]. 
Apibrėžtiniam integralui skaičiuoti galima taikyti modifikuotą dalinio 


integravimo formulę 


b b 
[ulov (0) d = u(x)v(a), - | v(x)u (x) dx. (3.3.6) 
3.3.3 pavyzdys. Apskaičiuokime integralą 

| 

IE X. 

0 


Sprendimas. Taikydami (3.3.6) formulę, gauname 

l l 1 

IE dx=| x de* = xe3|ę -Jes dx=e-e*|, =e-(e-1)=1. 

0 0 0 

Kalbant apie apibrėžtinio integralo taikymą, pirmiausia iš paties jo 
apibrėžimo išplaukia galimybė skaičiuoti plokščių figūrų plotus. Iš tikrųjų 
jei figūra apribota kreivėmis y = f, (x) ir y= f5(x), kai f,(x)< f5(x), 
xel[a; b] (3.3.3 pav.), tai jomis apribotas plotas (O išreiškiamas 


apibrėžtiniu integralu: 


b 
0= | Gx()- f(x) dx. (3.3.7) 
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3.3.3 pav. 


3.3.4 pavyzdys. Suraskime trapecijos, apribotos tiesėmis y = 2 
y=x+1,x=1 ir x=2,plotą. 


J 





3.3.4 pav. 


Sprendimas. Pagal (3.3.7) formulę ieškomasis plotas O (3.3.4 pav.) 
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1 7 
(+2-[ Lai) Fig, 


3.3.5 pavyzdys. Apskaičiuokime figūros, apribotos funkcijos 
x2, kai0<x< I, 
22 x, kai 1<x<2 
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grafiku, Ox ašimi ir tiese x = 2, plotą. 


Sprendimas. Iš 3.3.5 pav. matome, kad ieškomasis plotas 
išreiškiamas dviejų integralų suma: 


0 





3.3.5 pav. 


3.3.6 pavyzdys. Kreivė, kurios taškai (x; y) patenkina lygtį 
arp a>0, b>0. 
vadinama elipse (3.3.6 pav.). 

Apskaičiuokime šia elipse apribotos plokštumos srities plotą O. 


Sprendimas. Kreivė yra simetriška koordinačių ašių atžvilgiu. Todėl 


paprasčiau apskaičiuoti užtušuotos dalies plotą Pi O: 
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1. bi 
—0=- | Va? — X? dk. 
4 d; 
Šį integralą surasime keisdami kintamąjį: 
į T 
x=asint, 0sts 7; 


dx= acostdt; 


Ja Ta 
įv 2 dr=a Jeenaelė Javsoapa- 


z6 
2 T 


Pa 
ar a 1 1 1 
= —4 2 [ar = a2 |cos2r dt = —ma2 +— —gą2 2sin 2/l2 = — a. 
2 r Ž 4 4 4 


Naudojant apibrėžtinį integralą taip pat galima apskaičiuoti ir kai 
kurių kūnų tūrius. Čia pateiksime vieną sukinio tūrio skaičiavimo formulę. 
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Tarkime, kad plokštumos sritis, apribota kreive y = f(x), x e[a; b] 
(f(x)>0), Ox ašimi bei tiesėmis x=a 17 x=b, sukama apie Ox ašį. 
Tokiu būdu gautas kūnas vadinamas sukiniu (3.3.7 pav.). Šitokio sukinio 
tūris V išreiškiamas apibrėžtiniu integralu: 


b 
V=z| f(x) dx. (3.3.8) 








fl 


< 





3.3.8 pav. 

3.3.7 pavyzdys.Apskaičiuokime kūno, gauto sukant apie Ox ašį 
kreivinę trapeciją OAB (3.3.8 pav.) tūrį; čia lankas OA yra parabolės 
y =x? dalis, kai x e[0; 1]. 

Sprendimas. Pagal (3.3.8) formulę sukinio tūris V yra: 

1 


PA 


0 4 


1 
š 
x 
V=a|a dx = T-— 
0 





5 
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Apibrėžtinis integralas taikomas sprendžiant ir kitokius geometrijos, 
fizikos, inžinerijos bei ekonomikos uždavinius. 

Dar vienas pavyzdys. Gamyklos cecho darbo našumas 1 per pamainą 
yra kintamojo + funkcija m =n(t); čia + — laikas, išreikštas valandomis, 
0<:<8, skaičiuojamas nuo pamainos pradžios. Pagamintos per laiko 
tarpsnį [41571] (0<+1, </; <8) produkcijos kiekis P(t,, /;) išreiškiamas 
apibrėžtiniu integralu: 


lp 





P(ų,15)= |n(r) dr. (3.3.9) 
L 

Tarkime, kad 

As gesės, 


Pagal (3.3.9) formulę pagamintos produkcijos kiekis per pirmąsias keturias 
pamainos valandas yra: 








30-2t 104 
P(0, 4) = ES dt= 601 I- P), = 7208. 
Per kitas keturias valandas bus pagaminta  P(4, 8) vienetų 
produkcijos: 
š30- 2 1 72 
P(4, 8)= | di = (3017-17), =——=144. 


Kai darbo našumas 1 yra pastovus per laiko tarpsnį [7,; 75], iš (3.3.9) 
gauname tokią produkcijos kiekio apskaičiavimo formulę: 


3.4. NETIESIOGINIS INTEGRALAS 


Tarkime, kad funkcija f(x) yra tolydi intervale [a; +). Tuomet su bet 


kuriuo skaičiumi / > a yra apibrėžtas integralas 
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t 

[f dx. 
Kai ; kinta, jis yra kintamojo +, t€[a; »), funkcija. Todėl galime 
nagrinėti ribą 

150 


im | f(x) dx. 


Ši riba (jei egzistuoja) vadinama funkcijos f(x) netiesioginiu integralu 


intervale [a; o) ir žymima 


[fo)dx. 
Taigi 

o | 

[ 764) dx= lim | f(x) ax. (3.4.1) 

a ao“ 

Kai funkcija f(x) yra tolydi intervale (-oe; a], jos netiesioginis 
integralas intervale (—ee; a] apibrėžiamas analogiškai: 

a a 

[f)dx= lim | f(x) dx. (3.42) 

Ža 1—>>-— R 


Funkcijos f(x) netiesioginį integralą galima apibrėžti ir intervale 


(-—; e): 
[100 dx= [no dx+ [ro0as: (3.43) 


čia c — bet kuris realusis skaičius. Aišku, šiuo atveju abu (3.4.3) lygybės 
dešiniosios pusės integralai turi egzistuoti. 

Kai netiesioginis integralas egzistuoja, sakoma, kad jis konverguoja, 
jei neegzistuoja - diverguoja. 

Dauguma apibrėžtinių integralų savybių galioja ir netiesioginiams 
integralams. Pavyzdžiui, jei —oo <a<b ir integralas 
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b 
176) dx 

konverguoja, tuomet 
b a b 
[ro)d= [fo0dx+ [fa)ax. 


3.4.1 pavyzdys. Apskaičiuokime netiesioginį integralą 


dx 
re į 


oo 





Sprendimas. Pirmiau apskaičiuokime apibrėžtinį integralą — kreivinės 


x€[l; :], plotą (3.4.1 pav.): 


2 ' 1 
trapecijos, apribotos kreive y = Tik 5 
X 





j i arct | arctgt- arctg1= arctg 7 2 
= XI = ar — = ar mų 
"ak 5 T 


Pagal (3.4.1) formulę gauname 


; XV, T T T 
= in[arg:-£)-£-2-5 
15 4 2 








; x 
Ia Ula 


4 4 
y J 
X X 
0 1 t 0 1 
3.4.1 pav. 3.4.2 pav. 


Šis netiesioginis integralas reiškia begalinės kreivinės trapecijos plotą (3.4.2 
pav.). 
3.4.2 pavyzdys. Apskaičiuokime netiesioginius integralus: 


| : 2) jš. 1 —;4) J S Įsinsds; 9 [2 
| 





"15 
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Sprendimas. 


1 





Ž 
Ei 32 dx = lim| - — 
k -injena in|- K 





1 





= -1 
, i | 
2) |Z= lim Į = lim | - — 
x3 i3-“ I5-| 2x2 5 
soko integralo reikšmė neturėtų stebinti, nes pointegralinės funkcijos 
T = kai xe(-=—; —1], reikšmės yra neigiamos. Atitinkamos 


+ > 


1 
kreivinės trapecijos plotas lygus 2 (3.4.3 pav.). 


3.4.3 pav. 








IT xlnx SH me m | Žo imli = žo 


R (R 


= lim(Inln£-Inln2)=—; 
(5 


šis integralas diverguoja. 
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4) integralas IZ priklauso nuo parametro G , kuris gali būti bet 
x 
1 


kuris realusis skaičius. Atskirai panagrinėkime šiuos tris atvejus: 


a) Gal 
: ;1-a 1 
= lin --- 
į PA1-4 1-4 











xe m—>el- G 





1 
= „nes 1-4<0; 
«-l 





b) a= 

A is £ limln |! = im In = 063 
„x I5e“ X ID I» 
e) g<1 

T dx ;1-a 1 

aim -L-|-e ns Ima>0, 
„1 e 1-0 1-4 





Taigi kai G > 1, integralas IZ konverguoja ir jo reikšmė lygi „Jei 
x 
1 


0-1 
“«<1,tai integralas diverguoja. 
oo t 
5) [sin x dx = lim [sin zdx= lim(- COS x|;) = lim(-cost+1), 
0 [28 0 >= 1» 


co 


tačiau ši riba, kaip žinome, neegzistuoja. Taigi integralas [sin x dx 


diverguoja. 


— 0 —- 0 1 
6) | e Eeažs | A ina | EE i J 
AL Ibš „lės. Relės RL lia 














= lim (arctg x) +lim(arctg |. )= lim(-arctg/) +limarctg: = 
[5-- L 12 0 15-- [25 


T T 
=—+—= 7. 
2 2 
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3.5. UŽDAVINIAI 


3.5.1. Apskaičiuokite neapibrėžtinius integralus: 


3 AXNX 
1) | Z-22 a 








2) I[- +=42) dx; 

















ša e-* 
3) Il ias) dx; 4) jaj dx; 
—sin3 1 
) [2 S ią ; 6) I- ŽAS ar; 
sin? x x? 
7) [25 i Jar 8) |A5=6x dx; 
dx x dx 
== 10 | x2+17 
x? dx 
11 sin x dx; 12 - 
) Je COS X )| EEK 
I asi 
ies e M . 
VE 1+x2 9 | 6 
1 f Ža 
2sinx+3 
a] = 52 
19) | = d 20) [x2/4232 dy; 
21) finxdx; 22) [arctgxdx; 


23) IE di; 


25) | Jx Inž x dx; 


24) [xcosxdx; 


26) |In(x2 +1) dx. 
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3.5.2. Apskaičiuokite apibrėžtinius integralus: 


r 








2 4 
1) Iles Las 2) Įsindxdx; 
1 i 0 
LŽ 
> | 2 4) Įsinnoost nds 
Ųų 0 
2 5 d 
> J x|dx; 6) ITT 
“2 
2 
7) |E2 šiX I 8) [2sinxdx; 
0 0 
21 | 
9) |xcosxdx; 10) | (x- Ie dx; 
0 0 
d 
2 T 
11) [xsinxdx; 12) [cesinx? dx ; 
0 0 
2 e 
13) [|1-x2 |ax; 14) || Inx| dx. 
0 


€ 
3.5.3. Apskaičiuokite plotą, apribotą kreivėmis: 
1) parabole y=x2+1 irtiese x+y=3; 
2) dviem parabolėmis y = x? ir y2 =x; 
2 
3) kreive a ir tiesėmis y=0, x=b, x=2b (b>0); 
x 
4) parabole y=2x— x? ir Ox ašimi; 
5) kreive y = e* ir tiesėmis x=0, y=e; 


6) parabole y = 2(x —1)(3 — x) ir Ox ašimi; 
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7) parabolėmis y=1-x2 ir y=x2-—7; 
8) parabole y2 = 9x ir tiese y = 3x. 
3.5.4. Apskaičiuokite sukinio tūrį, kai 

1) figūra, apribota sinusoide y =sinx, 0<x —, ir Ox ašimi, 
sukama apie Ox ašį; 

2) figūra, apribota parabole y? = 4x ir tiese x =4, sukama apie 
Ox ašį; 

3) figūra, apribota parabole y=2x—x2? ir Ox ašimi, sukama 
apie Ox ašį; 

4) figūra, apribota parabole y = x? ir tiese y = 2x, sukama apie 








Ox ašį. 
3.5.5. Apskaičiuokite netiesioginius integralus: 
oo co d 
1) [e-+ dx; 2) |-Z-—-: 
, oži+x+l 
d oo 
3) [Z: 4) | xsinxdx; 
„e 0 
To d T dx 
6 . 
= TE TrEĖ 
dx dx 
> 3 
T dx T dx 
9 i 10 ; 
) AB ) I mp 
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13) 1Z ša 2 


15) [27 Inddx; 
0 


17) Jeta 


19) |———; 
5 
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bi [S B 





io [2 


xlnžx“ 


"e 2 





18) [E 


20) I5 


A 4 A 
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4. SKAIČIŲ IR FUNKCIJŲ EILUTĖS 
4.1. SKAIČIŲ EILUTĖS KONVERGAVIMAS 


Nagrinėkime realiųjų skaičių seką 
is Ūlais sms, A 


nio 


ir jos pirmųjų 71 narių sumą 


S,=z4 tapt. ka,= Yas. (4.1.1) 


1=1 
Šios sumos dėmenų skaičių neribotai didinant (m>— +), gaunamas 
reiškinys 


A PA LT ALSS ša, , (4.1.2) 
11 


kuris vadinamas skaičių eilute. Skaičiai a,, a;,... yra šios eilutės nariai. 


Suma S,, apibrėžta (4.1.1) formule, vadinama eilutės daline suma, a, — 


jos bendruoju nariu. 
Jei dalinių sumų seka S,(m=1, 2, ...) turi ribą, sakykime S, kai 


m 
m>— eo, tai eilutė vadinama konverguojančia, o skaičius S — šios eilutės 
suma. 


Kai riba lim S,, neegzistuoja, eilutė vadinama diverguojančia. 
m —- 


Prisiminkime begalinės geometrinės progresijos narių sumą — eilutę 

bktbriasbbyba= 4 hg Aglt..Abkg it. (4.1.3) 
čia b, = O. Šios eilutės dalinė suma yra 
„bil-g") bo bg" 


= 1). 
ip g (g *1) 


S,= Xhgri 
n=l 
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Apskaičiuokime ribą 


bo bat) bob 
im S, = Jin L JT |- 


= — Lim gr. 
m m 1-4 1-4 1-4 1-4 mo 





Kai |g|<1, tai lim g" = 0. Taigi 
m—- 


Jei g=-1,, tai ribos lim g" = lim(-1)" ir 


mo m—o- 
ą=1,(4.1.3) eilutė tampa tokia: 
b+b+..+bhk.... 


lim S,, neegzistuoja. Kai 
m—- 


Jos dalinių sumų S, = b; + m seka yra neaprėžta. 


Vadinasi, (4.1.3) eilutė konverguoja, kai lą|<!, 0 jos suma lygi 
EP „Kitais atvejais (kai | g |> 1) eilutė diverguoja. 
m: 


Panagrinėkime dar kelis pavyzdžius. 
4.1.1 pavyzdys. Apskaičiuokime eilutės 


— 1 
2 nž+3n+2 
dalinę sumą S, ir eilutės sumą (jei konverguoja). 
Sprendimas. Pirmiausia atkreipkime dėmesį, kad su bet kuriuo 
skaičiumi m galioja lygybės 
l 1 1 1 


nž+3n+2 (n+U(n+2) n+1 n+2“ 














ži 1 1 1 1 
S„-)—-—+1—+.1—————- 
„ita+lj(a+2) 243 3.4 (m+1)(m+2) 
„si si 
7 a 234 m+l m+2 2 m4+2 
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Perėję prie ribos, kai m —> e , gauname: 


ano 20) 
m = lm ==. 
Leeds m=, 2 m+2 2 





1 
Vadinasi, pasirinktoji eilutė konverguoja, 0 jos suma lygi 2 
4.1.2 pavyzdys. Nustatykime, ar konverguoja eilutė 
až 
n=l Vn 
Sprendimas. Šios eilutės ša sumą 


m 


S„> Yes ligt + 


n=l 


apskaičiuoti nėra lengva. Tačiau jos reikšmę nesunku įvertinti taip: 


| l l m 
Das oo R ia e L 
Vadinasi, su bet kuriuo natūraliuoju skaičiumi m galioja nelygybė 
S„> m, 
iš kurios išplaukia, kad 
lim S,,Z lim /m. 


m——- m—- 
Kadangi lim /m = e, tai ir lim S, =. Taigi tiriamoji eilutė diverguoja. 
m——o m—- 


4.2. EILUČIŲ KONVERGAVIMO TYRIMAS 


Nustatant, ar eilutė 


Da, (4.2.1) 


konverguoja, ne visada būtina nagrinėti jos dalines sumas. Tai galima 
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padaryti naudojantis eilučių konvergavimo požymiais. Keletą jų čia 
suformuluosime. 
1 požymis. Jei (4.2.1) eilutės bendrojo nario a, riba, kai n => e, 


nelygi nuliui arba lim a, neegzistuoja, tai eilutė diverguoja. 
n>—- 


Iš tikrųjų nesunku įrodyti (siūlome pabandyti), kad konverguojančios 
eilutės bendrojo nario riba, kai 27 > =, yra lygi nuliui. Iš šio teiginio ir 
išplaukia 1 požymis. 

Lengviausia tirti eilutes, neturinčias neigiamų narių, t.y. kai a, 20, 
ne N. Tokios eilutės vadinamos teigiamomis. 

2 požymis. Tarkime, kad eilutės 


Ž. a; JA 3. b, (4.2.2) 
n=l n=l 

yra teigiamos, o jų bendrieji nariai patenkina nelygybę 
a,<b,, ne N. 


oo 


Tuomet: 1) iš eilutės >, konvergavimo išplaukia eilutės sa, 


n=l n=l 


konvergavimas; 2) iš eilutės sa, divergavimo išplaukia eilutės 


n=l 
7 divergavimas. 
n=l 
3 požymis. Tegu (4.2.2) teigiamųjų eilučių bendrųjų narių santykis 
turi ribą, nelygią nuliui, kai n > e, t.y. 


a 
Hm —2-= 4, A £0. 
E 


oo 
n— n 


Tuomet arba abi eilutės konverguoja, arba abi diverguoja. 
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4 požymis (Dalambero požymis, Jean le Rond d'Alembert — prancūzų 
matematikas, 1717 — 1783). Tarkime, kad turint teigiamą eilutę 


oo 


Ža, 


n=l 


egzistuoja riba 


„a 
li m Z* = 4 arba A= e. 
ne G, 





Jei A<l, tai eilutė konverguoja. Jei A>1 arba A= =, tai eilutė 
diverguoja. 

5 požymis (Koši integralinis požymis, Augustin Louis Cauchy — 
prancūzų matematikas, 1789 — 1857). Tarkime, kad funkcija f(x) 
intervale [1; o) yra neneigiama (f(x)20) ir nedidėjanti 


(f(x,) Z f(x>), kai x, < x,). Tuomet skaičių eilutė 


Dr 
ir aalies integralas 
| f(x) dx 
1 
arba abu konverguoja, arba abu diverguoja. 
4.2.1 pavyzdys. Nustatykime, ar konverguoja eilutė 


S n 


2 2nėl 





Sprendimas. Apskaičiuokime bendrojo nario ribą: 


1 1 
lim — = lim —— =. 
K ias m l 2 
21+— 
n 


Kadangi ši riba nelygi nuliui, tai pagal 1 požymį eilutė diverguoja. 
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4.2.2 pavyzdys. Ištirkime eilutės 


co 


XC 


n=l 

konvergavimą. 
Sprendimas. Kadangi riba 
lim(-1)" 


R-988 

neegzistuoja, tai eilutė diverguoja (pagal 1 požymį). 
4.2.3 pavyzdys. Ištirkime eilutės 

= 1 

a 


n=l 





konvergavimą. 


1 
Sprendimas. Eilutė 22 konverguoja, be to, su visais nn € N 


n=l 
galioja nelygybė 
1 l 
PTS 
n.20 2n 
Pritaikę 2 požymį, darome išvadą, kad tiriamoji eilutė konverguoja. 





4.2.4 pavyzdys. Nustatykime, ar eilutė 
2 
n=l Vn 


konverguoja. 
Sprendimas. Šios eilutės divergavimas išplaukia iš 2 požymio, nes 


1 1 
—=2—,neN, 
Vn Vn 


— 1 
ir eilutė Žr diverguoja. 
n 


n=l 
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4.2.5 pavyzdys. Ištirkime eilutės 
— L 

Ž—, «e R, 

n=l nė 


konvergavimą. 
Sprendimas. Kai G >1, ši eilutė konverguoja, nes konverguoja 
netiesioginis integralas 
T dx 
—,Ga4>1 
a 
1 
(pagal 5 požymį). Kai G<!l, pagal tą patį požymį tiriamoji eilutė 
diverguoja. 
Kai a =, gauname svarbią diverguojančią eilutę 


vadinamą harmonine eilute. 
4.2.6 52 Ištirkime eilutės 


e ATES +2n+3 


konvergavimą. 
4. , 1 : 
Sprendimas. Zinome, kad eilutė 2 konverguoja (4.2.5 pvz.). 
n=| 7 
Taikydami 3 požymį, gauname 
1/(2n2 +2n+3) | n2 l 
ln ———————> = li mM————>s*, 
n— o 1/n2 ne 2A2+2n4+3 2 
todėl tiriamoji eilutė konverguoja. 
4.2.7 pavyzdys. Ištirkime eilutės 


=3 


konvergavimą. 
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Sprendimas. Taikykime Dalambero požymį: 











(n+1)? 
ag (n+1)2-37 | (n+17 1 1 
a a 2 nž.3n+l no n2 3 3 
3n 


kadangi ši riba yra mažesnė už vienetą, tai eilutė konverguoja. 
4.3. FUNKCIJŲ EILUTĖS 


Matematikoje nagrinėjamos eilutės, kurių nariai nebūtinai skaičiai. 
Eilutes gali sudaryti ir kitokie matematiniai objektai, pavyzdžiui, funkcijos. 
Pasirinkime skaičių eilutę 


kuri, kaip žinome, konverguoja. Šios eilutės bendrasis narys yra a, = EE 


Dabar vietoje skaičiaus 2 įrašykime bet kurį nelygų nuliui realųjį skaičių x. 
Tuomet gausime eilutę 


k. l 
Lt—-—7 us (4.3.1) 
x X X 


kurios bendrasis narys yra a Aišku, kad x reikšmes galima imti iš aibės 
X 


X =(-—; 0) L(0; <), tik ar visada gausime konverguojančią eilutę? Jei 
pasirinktume x = 1, tai gautume diverguojančią eilutę 
L 141 AE 


1 
Eilutė taip pat diverguoja, kai x = 2 
L+2+2-ho d hs 


Kadangi (4.3.1) eilutė yra geometrinės progresijos su vardikliu g = — narių 
X 


4. Skaičių ir funkcijų eilutės 107 


begalinė suma, tai ji konverguoja tik tuomet, kai 








x€(-»;- LJU(1e). 

Turint bet kurią funkcijų seką 

f1(*), fa(X)s---, falA)s--., 
kurios nariai yra funkcijos, apibrėžtos srityje X , galima sudaryti funkcijų 
eilutę 

Tila)+ Iaia]t ur J (ANT sns (4.3.2) 

Įrašius (4.3.2) eilutėje konkrečią kintamojo x e X reikšmę, gaunama 
skaičių eilutė, kuri gali konverguoti arba diverguoti. Tos kintamojo x 
reikšmės, su kuriomis funkcijų eilutė konverguoja, sudaro konvergavimo 
sritį. Pavyzdžiui, (4.3.1) eilutės konvergavimo sritis yra aibė 
(-— Dp). 

Apskritai, nustatyti funkcijų eilutės konvergavimo sritį nėra lengva. 
Reikia naudotis įvairiais eilučių konvergavimo požymiais. Be to, naudingas 
šitoks teiginys: 


jei konverguoja eilutė 


oo 


Eži-B 
1 


n= 


tai konverguoja ir eilutė 


> f). 


n=l 
Kai konverguoja ne tik pati eilutė, bet ir eilutė, sudaryta iš jos narių 
modulių, sakoma, kad eilutė konverguoja absoliučiai. Pavyzdžiui, (4.3.1) 
eilutė, kai x €(-;— 1) U(1;0e), konverguoja absoliučiai, nes konverguoja 
eilutė 
1 1 1 
lt 1+—7ht— ph, XBL— Ij Ijosj. 
Ix| |x| |x| 


Taikant eilutes, labai svarbios yra laipsninės eilutės: 
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rr =C, 0 X+.. TC, X" ...; 
n=(0 


čia c„(n=0, 1, 2, ...) — realieji skaičiai. Šitokios eilutės gana paprastos, be 
to, jų konvergavimo sritys yra intervalai, simetriški taško x = 0 atžvilgiu. 
Pavyzdžiui, eilutė 


x+—+1—7-+.)—-1..- )—- (4.3.3) 
n 
yra laipsninė. 
Nustatykime (4.3.3) eilutės konvergavimo intervalą. Pirmiausia 


nesunku surasti, kokioje srityje ši eilutė konverguoja absoliučiai. Iš tikrųjų 
tirkime teigiamą eilutę 


SEL, ad 


taikydami Dalambero požymį: 


iki p 2 
im aklo Nm LCD im “ |-1l 
ne a, ne |x | /nž 5 n+1 


Kai |x|< 1, tai (4.3.4) eilutė konverguoja. Vadinasi, (4.3.3) eilutė intervale 








(-1; 1) konverguoja absoliučiai. 
Kai |x |> 1, tuomet (4.3.3) eilutė diverguoja, nes 
lim Ž->0. 
ne n2 


Belieka ištirti (4.3.3) eilutės konvergavimą taškuose x =-1 1r x =1. 
Šiais atvejais gauname eilutes 











(-1) (-17 (-1)" 
14 3 + 32 b— = Es 
La ji 

Ztptetzte, 


kurios abi konverguoja. 
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Darome išvadą, kad (4.3.3) eilutės konvergavimo sritis yra intervalas 
[-1; 1]. 

Paminėsime vieną eilučių taikymo uždavinį: turint funkciją f(x), 
x e X „reikia parašyti tokią laipsninę eilutę, kurios suma būtų f(x): 

Ji) = 747655 Z3 ET AC AS 
čia (r; r) yra eilutės konvergavimo intervalas. Tuomet funkcijos f(x), kai 
x €(-r; r), reikšmės norimu tikslumu gali būti apskaičiuotos sumuojant 
laipsninės eilutės narius. 


Užrašykime kai kurių funkcijų laipsnines eilutes: 
2 ži 4 
x 


X 
„ruko Da Tiki E xEe(-—; e); 
| * AB al 
sin = 2-5 Aa xe(-—; >); 
* + + 
Kai daa a SJS ias kia xE(-—; »); 
B S gi 
Es A xz e(- Ll. 


Čia panaudojome žymėjimą 
nt=1-2-3..-n, ne N, 
vadinamą skaičiaus n faktorialu. 


4.4. UŽDAVINIAI 


4.4.1. Raskite eilučių dalines sumas S, ir eilučių sumas S: 


bo == 


(2 -D2n+ 


sė R, 3 
Ž ; 
) 2 - 
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S. d 
2 NY 


2 n(n+ 1) : 


4.4.2. Ištirkite eilučių konvergavimą: 








1 
Li. 18-52 


l 1 l l 


Z P jų 
) In2 In3 In4 In5 
"ESP 
„2 23 34 445 0 
2 2 4 8 
4) ata“ Ta 
2 4 8 
5) T Tas, 
ži 3 
Uu L=zrztZ zi = iui 


i į 
r M rai iai 





> 5 7 į 
l l l 

8 1+4—+—+—1...; 

* “5 m 

9) S E si 

1+12 1+22 1+32 

1 

10) + + T nis 











2ln22 3ln23 4ln24 

4.4.3. Suraskite laipsninių eilučių konvergavimo sritis: 
lj  1+245+32*71+45251..45 
Žž) LAŽTL5K 1 Tas, 


5. Diferencialinės lygtys 111 


5, DIFERENCIALINĖS LYGTYS 
5,1. DIFERENCIALINĖS LYGTIES SĄVOKA 


Prisiminkime anksčiau nagrinėtą uždavinį: surasti funkciją, kai jos 
išvestinė žinoma. Šį uždavinį galima užrašyti lygtimi 

y = f), (5.1.1) 
kuri ir yra pati paprasčiausia diferencialinė lygtis; čia f(x) — pasirinktoji 
funkcija, o y= y(x) — ieškomoji funkcija. Pavyzdžiui, kai f(x)= e7*, tai 
turėsime diferencialinę lygtį 

y =e2*, (5.1.2) 
Norint surasti nežinomąją funkciją, pakanka apskaičiuoti neapibrėžtinį 
integralą: 


1 
= | e* dx= —e**+€C, 
y je i 26 


C — laisva konstanta. Vadinasi, (5.1.2) diferencialinė lygtis turi be galo 
daug sprendinių, nes laisvosios konstantos C reikšme gali būti bet kuris 
realusis skaičius. 

Sąsaja tarp nepriklausomo kintamojo x, nežinomos funkcijos 
y= y(x) bei jos išvestinės gali būti ir sudėtingesnė, negu (5.1.1). Šitokia 
sąsaja pačia bendriausia forma užrašoma taip: 

F(x, y, y )=0; (5.13) 
čia F(x, y, y ) yra kuri nors trijų kintamųjų x, y ir y“ funkcija. Lygtis 
(5.1.3), kurioje y = y(x) — ieškomoji funkcija, vadinama pirmosios eilės 
diferencialine lygtimi. Pavyzdžiui, jei F(x, y, y )= y —2y- x, tai gausime 
šitokią diferencialinę lygtį: 

y -2y-x= 0. (5.1.4) 


112 Taikomoji matematika 


Išspręsti ją ne taip paprasta, kaip ankstesnę (5.1.2) lygtį. Tokių lygčių 
sprendimo metodus panagrinėsime kitame skyrelyje. Tačiau galime 
įsitikinti, kad (5.1.4) lygtį patenkina funkcija 


1 | 
y= Ce - Ai C — laisva konstanta. 
Iš tikrųjų įrašę šią funkciją į (5.1.4), gauname tapatybę 
1 1 
2Ce2* -372Ce8 atk 0, xe R. 


Kai iš (5.1.3) lygties galima išreikšti išvestinę y“, gaunama 
paprastesnė lygtis 

y = f(x y). (5.1.5) 
Pavyzdžiui, (5.1.4) lygtį galima užrašyti taip: 

y =2y+x. 

Diferencialinių lygčių teorijoje nagrinėjamos ir aukštesnių eilių 
diferencialinės lygtys. Pavyzdžiui, 

F(a, y, Y „y )=0 
yra antrosios eilės diferencialinė lygtis — ja susietos nežinomoji funkcija 
y= y(x), jos išvestinė y“, antroji išvestinė y“ =(y ) bei nepriklausomas 
kintamasis x. 

Kad būtų paprasčiau, toliau nagrinėsime tik (5.1.5) pavidalo pirmosios 
eilės diferencialines lygtis. 

Diferencialinės lygties sprendiniu natūralu vadinti funkciją y = y(x), 
kurią įrašius į lygtį gaunama tapatybė. Pats sprendinio radimo procesas 
vadinamas diferencialinės lygties integravimu arba tiesiog sprendimu. 
Pavyzdžiui, (5.1.1) lygtis sprendžiama integruojant funkciją f(x), 0 jos 
sprendiniai užrašomi formule 


y= | fx)dr+C, (5.1.6) 


kurioje C — laisvoji konstanta. Iš tikrųjų su visomis galimomis x 
reikšmėmis ir su bet kuria konstantos C reikšme galioja tapatybė 
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([r0)ax+C) = 70). 

Iš (5.1.6) formulės gali būti gautas bet kuris (5.1.1) diferencialinės lygties 
sprendinys, todėl (5.1.6) išraiška vadinama bendruoju sprendiniu. Bet kuris 
sprendinys, gautas iš (5.1.6) formulės įrašius konkrečią konstantos C 
reikšmę, vadinamas atskiruoju sprendiniu. 

Panašiai apibūdinami ir (5.1.5) diferencialinės lygties bendrasis ir 
atskirasis sprendinys, tik ją išspręsti yra žymiai sunkiau. Be to, šios lygties 
sprendinius ne visuomet galima išreikšti neapibrėžtiniais integralais. 

5.1.1 pavyzdys. Išspręskime diferencialinę lygtt y =2x ir 
parašykime kelis jos atskiruosius sprendinius. 


Sprendimas. Bendrąjį sprendinį gausime integruodami: 


y= [2xde=2+C. 


l 
Įrašę čia, pavyzdžiu, C=0, C=1, C= i turėsime šiuos lygties 
atskiruosius sprendinius: 
l 

y=x2, y=x2+1, Į B= 2 

Taikant diferencialines lygtis dažnai svarbu mokėti išspręsti tokį 
uždavinį: surasti (5.1.5) diferencialinės lygties atskirąjį sprendinį, tenkinantį 
sąlygą 

Y(X0) = Yos (5.1.7) 
čia Xg, Yo - pasirinktieji skaičiai. Tai vadinamasis Koši uždavinys. Lygybė 
(5.1.7) vadinama pradine sąlyga. 

5.1.2 pavyzdys. Suraskime diferencialinės lygties y“ = 3x2 atskirąjį 
sprendinį, tenkinantį pradinę sąlygą y(1)=1. 

Sprendimas. Integruodami gauname bendrąjį sprendinį: 

»= [352 dr= 456 


Įrašę x=1 1r y= 1, turėsime 
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LI=1L+4, 

Taigi C= 0, o ieškomasis sprendinys yra y = x3. 

Diferencialinės lygties atskirojo sprendinio grafikas vadinamas šios 
lygties integraline kreive. Tuomet bendrojo sprendinio geometrinis vaizdas 
būtų integralinių kreivių šeima. Pavyzdžiui, diferencialinės lygties y: = 2x 
integralinės kreivės yra parabolės y = x? + C (žr. 5.1.1 pvz. ir 5.1.1 pav.). 
Diferencialinės lygties y“ = 3x2 integralinės kreivės yra kubinės parabolės 


y =x3+C (žr. 5.1.2 pvz. ir 5.1.2 pav.). 


4 


- 0,5 





5.1.1 pav. 5.1.2 pav. 


Šios lygties Koši uždavinio su pradine sąlyga y(1)= 1 sprendinys yra 
kubinė parabolė y = x3. Ji eina per tašką A (1; 1). Vadinasi, Koši uždavinį 
pirmosios eilės diferencialinei lygčiai galima formuluoti ir geometriškai: 
surasti integralinę kreivę, einančią per tašką (Xg; VY). 

Diferencialinės lygtys taikomos įvairiose mokslo ir praktikos srityse. 
Dažnai jomis apibūdinami įvairūs fizikiniai, biologiniai, demografiniai, 
ekonominiai ir kitokie procesai. Pateiksime keletą pavyzdžių. 


1. Diferencialinė lygtis 
T =-bK(T- Tą) 
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charakterizuoja kūno aušimo procesą. Čia b>0, T=T(() — kūno 
temperatūra laiko momentu +, o 7, — aplinkos temperatūra. 

2. Žinoma, kad radioaktyviosios medžiagos skilimo greitis bet kuriuo 
laiko momentu yra proporcingas nesuskilusios medžiagos masei šiuo laiko 
momentu. Šis procesas išreiškiamas diferencialine lygtimi 


, 


m = -0m; 
m= m(t) yra nesuskilusios medžiagos masė laiko momentu +, 4>0 - 
proporcingumo koeficientas. 

3. Antrosios eilės diferencialinė lygtis 

> = 
apibūdina materialaus taško judėjimą vertikalia tiese veikiant žemės traukos 
jėgai; g yra laisvojo kritimo pagreitis. 

4. Diferencialine lygtimi 

p=ap (p>0, a> 0) 
modeliuojamas izoliuotos populiacijos, kurios individų kiekis laiko 
momentu : yra p= p(/), augimas. 

5. Tarkime, kad prekės paklausos y= f(x) elastingumas E,(y) 
kainos x atžvilgiu žinomas, o pati funkcija y = f(x) nežinoma. Tuomet šią 


funkciją galima surasti išsprendus diferencialinę lygtį 
. 
22 = E.(y). (5.1.8) 


6. Vienas iš ekonominės sistemos balanso modelių užrašomas 
diferencialine lygtimi 

(1— S)TY (1)=-sY(1)+ I(1)+Gą; 
čia Y(/) yra pagamintos produkcijos kiekis laiko momentu +, J(:) - 
investicijų į gamybą didumas, G, — lėšos, skirtos valdymo aparatui išlaikyti, 


s (O0<s<1) — tam tikras koeficientas, charakterizuojantis sistemos 
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taupumą. Paprastai priimama sąlyga, kad investicijos /(+) yra pastovios 


laiko intervale [t— 7; £], T>0. 


5.2. DIFERENCIALINIŲ LYGČIŲ INTEGRAVIMAS 


Panagrinėsime tik paprasčiausių pirmosios eilės diferencialinių lygčių 
integravimą. 

1. Lygtis 

y = f(x)-0(y) (5.2.1) 
vadinama lygtimi su atskiriamaisiais kintamaisiais. Šios lygties dešinioji 
pusė yra dviejų tolydžių kokiose nors srityse funkcijų sandauga: viena — 
kintamojo x, o kita - kintamojo y funkcija. Abi lygties puses padauginę iš 





reiškinio „atskirsime kintamuosius: 
dy 
—z=f(x) dx, o(y)*0, 6.22) 
pl) 


(prisiminkime, kad y -dx = dy). 
Jei funkcija y = y(x) yra (5.2.2) lygties sprendinys, tai lygybė 
d(y(x)) 
p(y(x)) 
yra tapatybė, reiškianti dviejų diferencialų lygybę: 


dy(x) 
4] a = d(| £(x) dx). (5.2.3) 


= f(x) dx 





Iš tikrųjų 
d|[ 105) dx)= (| 100 dx) dx = f(x) dx, 


dy(x) dy(x) | dylx) 
d —-| d =————, 
U PV) J 060) ), S 0( Y(x)) 
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Kadangi dviejų funkcijų diferencialai lygūs, tai pačios funkcijos viena nuo 
kitos skiriasi konstanta. Todėl 


|--= [fo dx. (5.24) 


Taigi nežinomoji funkcija y = y(x) turi tenkinti (5.2.4) lygybę, kuri sieja 
kintamuosius y ir x ir tuo būdu apibrėžia (5.2.1) diferencialinės lygties 
sprendinių aibę. Todėl (5.2.4) lygybė vadinama (5.2.1) diferencialinės 
lygties bendruoju integralu. 
Tokiu pat būdu — atskiriant kintamuosius galima spręsti ir šiek tiek 
sudėtingesnę lygtį 
fi0)81(V)+ f2(x2)8>(Y)Y =0, (5.2.5) 
kuri nesunkiai pertvarkoma į (5.2.1) formos lygtį. Iš tikrųjų išreiškę y“ 
gauname 
A 80) 
fx(x) 8209) 


5.2.1 pavyzdys. Išspręskime diferencialinę lygtį su atskiriamaisiais 


fx(x): 85(y) £0. 


kintamaisiais: 


y-xy =0. 


Sprendimas. Padauginę abi lygties puses iš reiškinio = (xy £0), 
AY 


turėsime: 
dx dy dy dk 
x VY y X 
Suintegravę gauname bendrąjį integralą 
[2-jžią 
arba 


In|y|= In|x| +; 
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C, - laisva konstanta. Išreikškime kintamąjį y: 
|y|=<1l=kG = pli |x|. 

Iš čia y=+eC -x. Reiškinys +e“ , kai C, — laisvoji konstanta, taip pat 

reiškia nelygią nuliui laisvą konstantą. Pažymėkime ją C. Taigi gavome, 

kali = C+, 040, 

Atskirai panagrinėkime atvejį C=0. Tuomet iš formulės y= Cx 
gauname, kad y= 0 su bet kuria kintamojo x reikšme. Be to, ši pastovi 
funkcija tenkina diferencialinę lygtį: 0-—x-(0) =0. Vadinasi, formulė 
y=Cx (su bet kuria laisvosios konstantos C realiąja reikšme) yra 


bendrasis nagrinėjamos diferencialinės lygties sprendinys. 
5.2.2 pavyzdys. Tarkime, kad prekės paklausos 4 elastingumas 


kainos p atžvilgiu išreikštas formule 


= ės 
2(20- p)" 


Apskaičiuokime, kokia funkcine priklausomybe 4= f(p) prekės kaina 


E,(4)= 0<p< 20. 


susieta su paklausa, jei kainą p, = 4 atitinka paklausa g; = 8. 
Sprendimas. Pagal (5.1.8) ieškomoji funkcija 4=f(p) yra 
diferencialinės lygties 
LPA MB 
g 2(20- p) 
sprendinys, tenkinantis pradinę sąlygą 
g) = J(Do), P)=4, g, = 8. 


“ 


Daugindami abi lygties puses iš reiškinio = 2 „atskiriame 
p 


kintamuosius: 
dg || dpo 
g 2(20- p) 
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Šią lygtį integruojame: 
d 
[2-6 
g 2(20- p) 


Ing= Žin(20- p)+C; 

4=C,J20-p, C, =e“ - laisva konstanta. 
Įrašę p=4 ir g = 8, apskaičiuojame Cį: 

8= C,-4; C.=2. 
Taigi ieškomoji funkcija yra 

4=2/20-p, 0<p<20. 

2. Diferencialinė lygtis 

y = f y) (5.2.6) 
vadinama homogenine lygtimi, kai funkcija f(x, y) yra tolydi nulinio 
laipsnio homogeninė funkcija kurioje nors srityje. 

Funkcija f(x, y) yra n-ojo laipsnio homogeninė funkcija, jei su 
visomis galimomis +, x ir y reikšmėmis galioja lygybė 


fa, ty)=t" f(a Y). 


2 1 aš 5 
Čia įrašę (= —, turėsime, jog 
* 


J(a, ai 2), (5.2.7) 
Kai n = 0,t.y. nulinio laipsnio homogeninės funkcijos atveju, gauname: 


f“. = 2), 
X 


Kitaip tariant, šiuo atveju funkcija f(x, y) yra vieno kintamojo 2. funkcija. 
x 
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Pažymėkime ją 22) Tuomet (5.2.6) diferencialinė lygtis gali būti 
X 


užrašyta taip: 


y = (2) (5.2.8) 


Pastaroji lygtis pakeitus kintamąjį nesunkiai pertvarkoma į lygtį su 
atskiriamaisiais kintamaisiais. Iš tikrųjų pažymėję = Ž (u=u(x) — nauja 
£ 
nežinomoji funkcija), gauname: 
yY=UX, y =ux+tu, 


ux+u= Ę(u), 





ux= Ę(u)-u, 
du dx 
r; -u)*0. 
aaa p RO) 
Homogeninėmis lygtimis vadinamos ir šiek tiek sudėtingesnės lygtys 
glx y)+ y ha, y)=0, (5.2.9) 


kai g(x, y) ir K(x, y) yra to paties laipsnio homogeninės funkcijos. Šitokios 
lygtys nesunkiai pertvarkomos į (5.2.6) pavidalo lygtį. Pakanka (5.2.9) lygtį 
perrašyti taip: 
8 Y) 

h(x, Y) 
ir įsitikinti, kad dešinioji pusė yra nulinio laipsnio homogeninė funkcija. Iš 
tikrųjų pagal (5.2.7) turime: 


X 


(ay) vii 2) 
X 


: 
n 1, E 
say) (2) 
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5.2.3 pavyzdys. Suintegruokime lygtį 
žy 
2 





y = 

$ š S | X-Y 0 

Sprendimas. Lygties dešinioji pusė f(x, y)=—— yra nulinio 
X 


laipsnio homogeninė funkcija: 


Pakeitę kintamąjį (1=—, y=ux, y =ux+u), gauname lygtį 


ux= 1-2u 
su atskiriamaisiais kintamaisiais. Abi jos puses padauginę iš reiškinio 








255 ž x(1-2u) £0, 
atskiriame kintamuosius: 
du dx 
1-2u x 
Integruojame: 
du dx 
eg, 


1 
—7in|1-2u|=In]x|+ G; 


In| 1—24|=-2ln| x |- 26; 
|1-2u|=e20 .x-2; 
1-2u= +e720 „x-2, 


Pažymėkime C, = +e2C +0 ir įrašykime u= 2. 
* 
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; : L 
Norėdami atsakymą užrašyti “gražesne" forma, galime C = 


laikyti laisvąja konstanta. Tuomet 
ž € 


==+—, Cz0. 
> 2 E 


Atkreipkime dėmesį, kad diferencialinę lygtį tenkina ir sprendinys y -ž 
(nesunku patikrinti). Todėl lygties bendrasis sprendinys išreiškiamas 
tz Peg Šri 
formule y = = — be jokių laisvosios konstantos reikšmių apribojimų. 
x 


5.2.4 pavyzdys. Suraskime kreives, kurių kiekvienos liestinės 
susikirtimo su abscisių ašimi taškas yra vienodai nutolęs nuo koordinačių 
pradžios ir lietimosi taško. 

Sprendimas. Pažymėkime y = y(x) ieškomąją kreivę (žr. 5.2.1 pav.). 
Pagal sąlygą kiekvienam šios kreivės taškui turi galioti lygybė 

|0OA|=|AM|. (5.2.10) 





5.2.1 pav. 
Apskaičiuokime atkarpų OA 17 AM ilgius. Kreivės y = y(x) 


liestinės, išvestos taške M (x, y), lygtis yra 
Y-y=y (X-x), y =y(x)*0; (52.11) 
čia (X, Y) pažymėtos liestinės taškų koordinatės. Norėdami surasti taško 


A abscisę, į (5.2.11) lygtį turime įrašyti Y = O: 
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-y=y -(X-x). 
Iš čia gauname 


X=x- 2, į 
Vadinasi, taško A koordinatės yra: 


A 2 0. 
y 


Tuomet 


Y 


|O0A|= X=—T 


> 


2 
|AM|= 2) +y2. 
Yy 
Pagal (5.2.10) turi galioti lygybė 
+ 


2 
= 2) +y2, 
Yy J 


Pertvarkykime ją, abi puses pakeldami kvadratu: 


2 2 
X > 


1-5 y 0. (5.2.12) 
y 














Kadangi x?- y? +0 (tiesės y=+x uždavinio sąlygų netenkina), tai iš 
(5.2.12) lygybės išreiškę išvestinę y, gauname homogeninę diferencialinę 
lygtį 

=== (5.2.13) 


čia y = y(x) yra ieškomoji funkcija. 
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Suintegruokime (5.2.13) diferencialinę lygtį, funkciją y = y(x) 


pakeisdami kita nežinoma funkcija u = u(x) tokiu būdu: 


Y=U-X, y =uxitu. 


Įrašę tai į lygtį, gausime: 


uUx+u= EO, 
1-u27 
uu? +1) 
“ 1-u2 
Daugindami abi lygties puses iš daugiklio 
U-ujės ux Z0, 
u(u? +1)x 


atskirkime kintamuosius: 
(1—u?) du " dx | 
uuž+1) x? 





Suintegravę, gauname: 
In| x |- In(u? +1)= In| x |+1n G. 

(kad būtų patogiau, laisvąja konstanta laikome In G 
Pertvarkykime šią lygybę: 


s y “r 
Įrašę 1 = —, turėsime 





* 
y 
„i 
yl+xi o 2 
1 
y'+x = —y; 


„6 >0 


(5.2.14) 


5. Diferencialinės lygtys 125 


Ežio AB, 
+“ E 


Pažymėję C = 








1 4 A 
2 gauname, kad kreivės, tenkinančios uždavinio sąlygas, 
2 
yra apskritimai 
x +(y-C)*=C; 
C - laisvoji konstanta. Šie apskritimai eina per koordinačių pradžios tašką, 
ojų centrai yra Oy ašyje (5.2.2 pav.). 


Y 
M 
A X 
0 
5.2.2 pav. 


3. Nagrinėkime lygtį 

f(x)y + glx)y= lx); (5.2.15) 
čia f(x), g(x) ir h(x) yra tolydžios kurioje nors srityje funkcijos. Šitokia 
lygtis vadinama tiesine nehomogenine diferencialine lygtimi. 

Kai (5.2.15) lygties dešinioji pusė lygi nuliui, lygtis 

f(x)y + 8(x)y=0 (5.2.16) 
yra tiesinė homogeninė lygtis. 

Padalinę (5.2.15) ir (5.2.16) lygčių abi puses iš f(x), gausime 
paprastesnes tiesines lygtis 

y +plx)y =g(x), (52.17) 

y +p(x)y=0, (5.2.18) 
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kurias toliau ir nagrinėsime; čia 

g(x)  hx) 
> g(x) FA > 

J(x) J(x) 


Tiesinė homogeninė (5.2.18) lygtis — su atskiriamaisiais kintamaisiais. 








p(x)= f x)*0. 


Todėl ją nesunku suintegruoti: 


[2 -- [pod G, y*0; 


In] | = -| p(x)dx+(, 

+= 20 e-lna 2 
Pažymėję laisvąją konstantą C = že“, gauname (5.2.18) lygties bendrąjį 
sprendinį 

ys Cero (52.19) 
kuriame konstantos C reikšmė gali būti bet kuris realusis skaičius, nes 
y = irgi yra jos sprendinys. 

Nehomogeninės (5.2.17) lygties bendrąjį sprendinį galima surasti 
konstantos varijavimo metodu. Šiuo metodu nehomogeninės lygties 


sprendinys ieškomas (5.2.19) formos, vietoje konstantos C įrašius funkciją 


-[ pix) dx 


C=C(x). Ši funkcija parenkama taip, kad y= C(x)e tenkintų 


(5.2.17) nehomogeninę lygtį. 
Atlikę veiksmus, gauname 
C (xe! PA) = ax). 
Iš čia 
Cia)= [acelP0 *dk+A; 
A - laisvoji konstanta. Įrašę šią funkciją į (5.2.19), gauname (5.2.17) lygties 
bendrąjį sprendinį 
y= AerIPdr sero ė gyplpo a dx. 
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Nesunku pastebėti, kad šis sprendinys yra tiesinės homogeninės lygties 
bendrojo sprendinio ir tiesinės nehomogeninės lygties atskirojo sprendinio 
suma. 

5.2.5 pavyzdys. Suintegruokime lygtį 

xy —3y=x2. (5.2.20) 


Sprendimas. Pirmiausia  suintegruokime atitinkamą  tiesinę 


homogeninę lygtį: 
xy -3y=0, 
d d 
2 32, 
y x 


In] y |-3hn|x|=G, 
p=heli xi, 
Pažymėję C = *eC , gausime tokį bendrąjį sprendinį: 
1=613. 
Dabar, laikydami, kad C = C(x), įrašykime y = C>“ į duotąją 


tiesinę nehomogeninę lygtį. Turėsime 


C -xX*=x2, C=— 


A - laisvoji konstanta. Vadinasi, (5.2.20) diferencialinės lygties bendrasis 
sprendinys yra 


y [Lao = Ax3 — x2, 
x 
5.2.6 pavyzdys. Tarkime, kad ekonominio balanso diferencialinėje 
lygtyje (žr. 5.1 skyrelį) 
(1—5)TY (1)=-sY(1)+ I(1)+ G) (52.21) 


jos parametrai yra tokie: 
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s=05, T=4, 1)=Ž, G) =05. 
Apskaičiuokime pagamintos produkcijos kiekio funkcijos Y(+) reikšmę, kai 
t =8,jei žinoma, kad Y(4)= 2. 

Sprendimas. Įrašę parametrų reikšmes į (5.2.21) lygtį, gausime šitokią 
tiesinę nehomogeninę diferencialinę lygtį: 

4Y (1) +Y()=t+1. (5.2.22) 
Jos sprendiniui Y(/) surasti taikysime konstantos varijavimo metodą. Tuo 
tikslu išspręskime tiesinę homogeninę lygtį: 

4Y (1)+Y(1)=0; 


„4Y0) 


=-—dt; 
Y(t) 


[4 
Il Y() |=-7+6; 
Zi 
FiĄsC-e4, €=te“: 
(4 
C - laisvoji konstanta. Įrašę Y(+)= C(1)e' 4 į (5.2.22) lygtį, gauname: 
a 1 La 
4Ce 4=t+1, C =Ąttrijes; 
1 £ LS 2 LS 
=z]t+ es di = [ū+0de3 = eš(1+1)- | e dt = 


t 1 I 
=e4(:+1)-404 =(:-—-3)04 + A; 


A — laisvoji konstanta. Taigi 
t 1 t 
Y(:)= t — 3)e4 + ak = Ae *+1-3. 


Kadangi Y(4)= 2, tai 
2= Ae-|+1; A=e. 
Vadinasi, pagamintos produkcijos kiekio kitimą charakterizuoja funkcija 
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1 
Y(r)=e 3 +1-3, 
kurios reikšmė, kai + = 8, yra: 
Y(8)=e-1+5=5,37. 
5.3. UŽDAVINIAI 


5.3.1. Suintegruokite lygtis su atskiriamaisiais kintamaisiais: 


1)y=y; 2) yy =2x; 
3) y-xy =0, 4) 1+y-(1-x)y =0; 
5) y-2+x2y =0; 6) xx +y=Y?; 


7) x(y2+1)+ y(1-x?)y =0; 8) xy+(x+1)y =0. 


5.3.2. Išspręskite homogenines diferencialines lygtis: 














T S ; y2 
1 = i 2 = - 
)Y Ža )Y Rp 
„ X4+2y „ Axr+3x 
3) y = - 4) y = : 
pe X 


S)x-y+(x+y)y =0; 6) x+y+xy =0. 
5.3.3. Suraskite tiesinės diferencialinės lygties bendrąjį sprendinį bei 
atskirąjį sprendinį, tenkinantį pradinę sąlygą: 
1) y -y=z, j(0)=2; 
2) xy +2y=x?, y(2)=0; 
3) xy -2y=2x*, y(l)=1; 


„d 
4) y Li? y(2)=3; 


2 
3) y +—-37> 7,30); 
x X“ 


6) (1+x2)y -2xy=(1+x2)2, y(0)=3. 
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5.3.4. Kokia kreivė turi šią savybę: bet kuriame jos taške (x4; Yg) 
išvesta liestinė, tiesė x = x; ir abscisių ašis sudaro statųjį trikampį, kurio 
plotas lygus 47 

5.3.5. Kokia kreivė turi šią savybę: bet kuriame jos taške (x4; yg) 
išvesta liestinė, tiesė x = x; ir abscisių ašis sudaro statųjį trikampį, kurio 
statinių suma lygi 27 

5.3.6. Produkcijos savikainos y elastingumas pagamintos produkcijos 


kiekio x atžvilgiu išreiškiamas formule 


E(y)=-——. 0<x<5, 
o produkcijos kieki x=1 atitinka savikaina y=1. Apskaičiuokite 
produkcijos savikainą, kai x =4. 

5.3.7. Gamybos kaštų K elastingumas produkcijos kiekio x atžvilgiu 
išreiškiamas formule 

2 

E.(K)= apr i x>0, 
o produkcijos kiekį x =2 atitinka gamybos kaštai K =5. Apskaičiuokite 
gamybos kaštus, kai x = 3. 
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6. TIESINIŲ LYGČIŲ SISTEMOS 
6. 1. TIESINĖS LYGTYS IR EKONOMIKOS UŽDAVINIAI 


Sakykime, x =(xj; Xpi 5 X,) yra kintamųjų (realiųjų skaičių) 


Xi, X5,--., X, Tinkinys, o f — kokia nors tų kintamųjų funkcija 
y = f(xy, X2,.-., X,). Tada lygybę 
f(ais X2,.--, X,)= O arba tiesiog f(x)= 0 (6,1.1) 


vadiname lygtimi su „7 nežinomųjų *į, X2,.-, X„3 Čia n — bet koks 
natūralusis skaičius. Jos pavadinimas (logaritminė, trigonometrinė, 
racionalioji ir pan.) priklauso nuo funkcijos f apibrėžimo. Bene 
paprasčiausias atvejis yra, kai f — tiesinė funkcija, taigi išreiškiama formule 
Tais Aasnns LL) 0p TA Ta sta k S Šia gs As Ap, 4,o— Kurie 
nors realieji skaičiai. Tada ir (6.1.1) lygtį vadiname tiesine lygtimi. 
Vadinasi, tiesinė lygtis su 7 nežinomųjų yra lygybė 

a; + 0 X, +05Xx51-..+0,X, =0. 

Skaičiai a,, a;,...,a, vadinami koeficientais, o a; - lygties laisvuoju nariu. 
Pažymėjus b= —a;, tiesinę lygtį galima parašyti taip: 

ax, +05X5+..+0,X,=b. (6.1.2) 

Šios tiesinės lygties sprendiniu vadinamas toks realiųjų skaičių 
rinkinys (Xi; X2;...; X,), su kuriuo skaičius a,x,+45X5+...+a,X, lygus 
skaičiui b, t.y. galioja lygybė 

a*, +05X,+..+a,X,=b. 

Pavyzdžiui, skaičių rinkiniai (1; O; 1), (0; I; 2), (3; 3; 2) yra tiesinės 
lygties su trimis nežinomaisiais 2x, -3x;5 +5x4 = 7 sprendiniai. 

Išspręsti tiesinę lygtį reiškia rasti jos sprendinių aibę X : 

X = (ps X5s...; X,): a +05X,+..+a,X,=b) 
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arba įrodyti, kad ji sprendinių neturi (rašoma X = J). 
Ekonomikoje nežinomieji x,, X;,..., x, gali būti, pavyzdžiui, 
planuojami gaminti prekių G,, G;,..., G, kiekiai, o f - bendrosios gamybos 
išlaidos (pinigais). Tada f(x,, X;,..., x,) yra išlaidos prekių rinkiniui 
X = (Xjš X5;--; X,) pagaminti. Aišku, gamybos išlaidų priklausomybė nuo 
planuojamų kiekių x,, x;,..., x, gali būti pati įvairiausia. Apsistokime prie 
tokios, kuri apibūdinama šiomis sąlygomis: 
1) kiekvienos prekės Gi(i=1, 2,..., n) gamybos išlaidos 
proporcingos jos kiekiui x;; 

2) bet kurio rinkinio x=(xį+x,; X>+X553 X,+X,) gamybos 
išlaidos f(x) yra lygios rinkinių x =(Xi X55.5 X) Ir 
x =(Xp i X5i X,) gamybos išlaidų sumai f(x )+ f(x). 

Pirmoji sąlyga vadinama gamybos išlaidų Aomogeniškumo, o antroji 
— adityvumo savybe (planuojamų kiekių atžvilgiu). 

Sakykime, kad vidutinės išlaidos vienam prekės G; kiekio vienetui 
pagaminti yra a;; i=1, 2,..., n. Tada pagal homogeniškumo savybę išlaidos 
kiekiui X; pagaminti lygios a;Xį. Kadangi rinkiniu 
x! =(0;...; 0; x;; O;...; 0) galima užrašyti tokį gamybos planą, pagal kurį 
numatoma gaminti tik i-ją prekę, tai ir skaičiuojant gamybos išlaidas 
galima rašyti 

f(x')= f(0,..., O, x;, 0)=3,x;; (=L 2, n. (6.1.3) 

Be to, bet kurį prekių Gį, G;,..., G, gamybos planą X = (Aj; Xpi..3 X) 
galima išreikšti planų x! = (34; 0;..; 0), x2 =(0; x;; OL ..5 0),..., 
x" =(0;...; 0, x„) suma: 

x*=11+ R, 

Tada pagal adityvumo savybę gauname 
PA= 10 TO Ha), 
o atsižvelgę į (6.1.3), - tokią gamybos išlaidų planui x įvykdyti išraišką: 
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f(x)= 0,5, +05X5+-.+0,X, = 
Taigi gamybos išlaidos f yra planuojamų gaminti prekių kiekių 
X,» Xp,..., X, tiesinė funkcija. 

Dabar, turėdami mintyje aptariamąjį gamybos planavimo uždavinį, 
galėtume padaryti tokią išvadą: 

rasti tiesinės lygties ax, +a5X5+..A+0,X,=b sprendinį reiškia 

sudaryti tokį gamybos planą x=(Xji Xjš. 5; X,), kad bendrosios 

išlaidos a,X, +a5x;+-.+a,X, būtų lygios numatytam jų kiekiui b. 

Aišku, jog pateiktoji tiesinės lygties su 7 nežinomųjų ekonominė 
interpretacija nėra vienintelė. Panagrinėsime dar vieną. 

Tegu a=(a;; a;;...; a,) yra parduodamų prekių G,, G3,..., G, kiekių 
rinkinys. Norima nustatyti tokias prekių kainas x,, x;,..., x,, kad pardavus 
rinkinį a būtų gautos numatyto didumo b pajamos. Pajamų priklausomybę 
nuo kainų X = (xp; Xpi..5 X,) pažymėjus f, reikėtų spręsti lygtį 
Tlžys Aras AĄJ5 BS Šiai lygčiai konkretesnį pavidalą galima suteikti tik 
žinant priklausomybės f išraišką y = f(x,, X3,..., x„). Tam tikru atveju 
galėtų būti, pavyzdžiui, 

ax, +03X5+-.+a,X,=b. 

Tada ieškomosios kainos x = (x; Xp; x,) būtų tiesinės lygties 
a;X, +05X;3+...+a,xX„, = b sprendinys. 

Matome, kad sprendžiant ekonominio balanso uždavinius kartais 
gaunamos tiesinės lygtys. Tačiau sudėtinguose planavimo uždaviniuose 
ekonomistui reikia atsižvelgti ne į vieną, o į kelias balanso sąlygas iš karto. 
Nagrinėjant tokių uždavinių matematinius modelius sudaromos lygčių 


sistemos. 
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6.2. TIESINIŲ LYGČIŲ SISTEMOS SPRENDINIŲ AIBĖ 


Lygčių sistemos nagrinėjamos tada, kai reikia rasti bendrus kelioms 
lygtims sprendinius. Jeigu visos lygtys yra tiesinės, tai ir sistema vadinama 
tiesinių lygčių sistema. Bendrasis m tiesinių lygčių su m nežinomųjų 
sistemos pavidalas toks: 

ax +0,5X5+--+ AX, =b, 
aj X, + 055X5+..+ 05, = bp, (621) 


A + Am Xy + Aka, = Dp 

Sistemos koeficientai a; žymimi dviem indeksais. Pirmasis indeksas 
atitinka lygties vietą sistemoje, o antrasis — nežinomąjį. Laisvųjų narių b; 
indeksai atitinka lygtis. 

Tiesinių lygčių sistemos (6.2.1) sprendiniu vadinamas toks 
nežinomųjų X;, X2,..., X, reikšmių rinkinys X = (Xp ;X53...;X,), kuris tinka 
visoms sistemos lygtims. Tai reiškia, kad a,,x,+4,5X5+-.+4,,*, = |, 
ax, +055X5+..A05,X, = bp, AX, + AX +--+0,„X,=b„. Taigi skaičių 
rinkinys x turi būti ir pirmos, ir antros, ir visų kitų sistemą sudarančių 
lygčių sprendinys. 

Visų (6.2.1) sistemos sprendinių aibę pažymėkime X. Toliau ją 
vadinsime sistemos sprendinių aibe. 

Sistemos (6.2.1) lygtis pažymėsime atitinkamai (Z), (L,),..., (L), 0 
X; — tiesinės lygties (L;) sprendinių aibę; i=1, 2,..., m. Tada pagal 
sprendinio apibrėžimą galima pasakyti, jog (6.2.1) sistemos sprendinių aibė 
X yra aibių X,, X;,..., X, sankirta, t.y. X = X, M X;)N..NX p. 


m 
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Išspręsti tiesinių lygčių sistemą reiškia rasti jos sprendinių aibę X 
arba įrodyti, kad ji sprendinių neturi (rašoma X = 2). 
6.2.1 pavyzdys. Raskime tiesinių lygčių sistemos 


Ža + 3 = 4, 
X, + 3, = L (6.2.2) 
3x, = 6 
sprendinių aibę. 


Sprendimas. Turime trijų lygčių su trimis nežinomaisiais tiesinių 

lygčių sistemą. Ją galima ir taip užrašyti: 

2-3, + 1-x, +0-x4 =4, 

LA 10-51 345 = L 

0-x, + 3-x, + 0-x5 = 6. 
Trečioji lygtis (IA) turi be galo daug sprendinių: (1; 2; 5); K, 2 — bet 
kurie realieji skaičiai. Taigi 

X;=((n; 2 R): pe R, r,e R). 

Aptarkime (/,) ir (IA) sprendinių aibių sankirtą X, M X3. Aišku, jai 
priklauso tik tie trejetai (7; 2; 74), kurie tinka pirmajai lygčiai. Įrašę x, = r, 
x; =2 ir x; = į (I,), gauname lygybę 2-4 +1-2+0-5 =4. Matome, kad 
ji teisinga tik su „= 1. Skaičius 74 čia gali būti bet koks. Taigi 

X. NX35=[U; 2 R): r, e R). 

Sistemos (6.2.2) sprendinių aibė X yra aibės X, M X; ir (L,) sprendinių 
aibės X, sankirta. Žinoma, ją sudaro tie trejetai (1; 2; 75) , kurie tinka (L,). 
Iš lygybės 1-1+0-2+3-7Ą=1 nustatome, kad būtinai 75 = 0. Taigi 

X=(X NX5)NX;=X Nn X;NX3= [|] 2; 0)). 

Išvada. (6.2.2) tiesinių lygčių sistema turi vienintelį sprendinį 
(1; 2, 0). 
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6.2.2 pavyzdys. Raskime tiesinių lygčių sistemos 


Xi +x,=3, 
X PZPR = 4 
As Gals (6.23) 
22, + Ar = Į, 
X, = 0 
sprendinių aibę. 


Sprendimas. Turime keturių tiesinių lygčių su trim nežinomaisiais 
sistemą, kurią galima ir taip užrašyti: 
lx +0-x,+1-x, = 3, 
LA +14 414 3 
2-x, + 1-xX, + 015 = I, 
lx + 0-x, +0-x, = 0. 
Sistemos lygtis pažymėkime atitinkamai (Z,), (L„), (LA) ir (L,), o jų 
sprendinių aibes X,, X,, X; ir X,. Tada sistemos sprendinių aibė yra 
X=XnX,;NX XI. 
Lengviausia apibūdinti aibę X,. Ji tokia: 
X, = [(0; p; 5): r, e R, ne R). 
Iš (Z,) nesunku nustatyti, kad jai tinka tik tie ketvirtosios lygties sprendiniai 
(0; 75; 75), kurių trečioji komponentė r, lygi 3. Taigi 
X, X, = ((0; r; 3): pe R). 
Rinkinį (0; 7,; 3) įstatę į trečiąją lygtį gauname 2-0+1-5+0-3=1. 
Vadinasi, r, = 1 ir todėl 
X, NX; NX, =((0; I; 3)). 
Norint rasti sankirtąų X; M(X, m X; X,), tereikia patikrinti, ar 
skaičių rinkinys (0; 1; 3) tinka (L,). Gauname 1-0+1-1+1-3> 2, todėl 
X;)N(X NX NX,)=0. 
Išvada. (6.2.3) tiesinių lygčių sistema neturi sprendinių: X = 0. 
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6.2.3 pavyzdys. Raskime tiesinių lygčių sistemos 


2 + 4 = 3, 
4x +2x; + X,= 5, (6.2.4) 
3x1 = -3 
sprendinių aibę. 


Sprendimas. Turime trijų tiesinių lygčių su trimis nežinomaisiais 


sistemą: 


Žž T Lk, + 04, A 
4:3 +25x, + lx = 5, 
8-2, + 0-4 + 3-1, = - 2 
Trečiosios lygties (L„) sprendinių aibė yra 
X;=((n5 p; —I): pe R, r, e R), 
o iš (/,) gauname, kad 
X NX;=((n R, —-I): 2p +, =3)= (ns 3-2n; —1): pe R). 
Toliau nagrinėjame aibės X, M X, sankirtą su X,. Įstatę trejetą 
(15 3—27; —I) į (L„), gauname tapatybę 4n4+6-44-1=5, „e R. 
Vadinasi, visi aibę X, M X; sudarantys trejetai tinka antrajai lygčiai, todėl 
X; N(X Nn X))= Xn XI. 
Taigi 
X=X NX;,NX,= (K; 3-25; —1): pe R). 
Išvada. (6.2.4) tiesinių lygčių sistema turi be galo daug sprendinių. 
Iš šių pavyzdžių matome, kad kartais pavyksta sudaryti tiesinių lygčių 
sistemos sprendinių aibę iš karto, visai nepertvarkius pačios sistemos. 
Toliau pateiksime porą bendro pobūdžio atvejų. Pirmiausia — diagonalinę 


tiesinių lygčių sistemą: 
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(6.2.5) 


čia Ojį, A25,..., A,„ — nelygūs nuliui realieji skaičiai. 


Ši sistema yra kvadratinė: ji turi tiek lygčių, kiek ir nežinomųjų. Aišku 
ją galima užrašyti ir taip: 
CX, +0-x,+-.+0-x,= B. 
0- XI + O055X3+..+0-X, = B: 
0-x, +0-x5+..+0,,7, = B. 
Šios sistemos lygčių sprendinių aibės X;, i=1, 2,..., n yra tokios: 
X, = (Ą/anį: iso B, Iš B 6 Bas EG R|, 
Z, =i(Aš Eiti Kiss L 4 E Rn E Ru 
22 s įk: ims kais Alūksnes R. BS Bus E R|. 
Šių aibių sankirta yra tiesinių lygčių sistemos (6.2.5) sprendinių aibė X: 


X=1(A/ėj: B /0o23..-; B./0sa)V 


Taigi, kai Oj, £0, 055 *0,..., A, 0, sistema (6.2.5) turi vienintelį 
sprendinį. 


Gana lengva rasti ir trikampės tiesinių lygčių sistemos sprendinių aibę. 
Trikampe vadinsime tokią tiesinių lygčių sistemą: 


Cu klip Ay X, Sd, 


(6.2.6) 
and = d, , 


čia C, > C595---, C,, — nelygūs nuliui realieji skaičiai. 
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Sudarant šios sistemos sprendinių aibę X pradėjus n-ąja lygtimi 
(L„) kylama į viršų iki pirmosios lygties (Z,). Lygties (L„) sprendinių aibė 
yra 
d, 





ž = Paias Taai N E R, E R... T € A) 


nn 
Toliau sudarome (L,-,) ir (L,) sprendinių aibių X, , ir X, sankirtą, 
t.y. abejoms lygtims bendrų sprendinių aibę. Tai nesunku, nes įstatę rinkinio 


n 





(Ai Anos Šiass ) komponentes į (L, ,), gauname 


nn 


į Ig 0 
0-0 Os Tl i a T Oki —— = Šai 


nn 


o Iš čia — vienintelę abiejų lygčių bendro sprendinio (n—1)-ąją komponentę: 





"=> Can" di T Cn-ln" d, 
n-| “ 
Cn In-1 "Cn 
Taigi 
Ca sd. 1 Cap d, d 
= "B , nn n-l n-ln n. n ). 
Kask is Y4-2> ————— = — iui Jš K eR.-., r) €R . 
Cn-In-1 "Cp Crn 


Toliau analogiškai sudarome aibes 
Xp AL As A A Ap 
Paskutinė ir yra sistemos (6.2.6) sprendinių aibė. Kadangi komponenčių 
išraiškos gana sudėtingos, čia jų nerašysime, o visą aibės X sudarymo 
procesą pailiustruosime pavyzdžiu. 
6.2.4 pavyzdys. Raskime trikampės tiesinių lygčių sistemos 
2 kB koks 5 
Z +2 + A 0 


Sx, + 3, = | 2 


| 
r“ 


Txą 


sprendinių aibę. 
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Sprendimas. Turime keturių tiesinių lygčių su keturiais 


nežinomaisiais sistemą: 


l 
| 


2-5 + 3-5, — 1-k, + Lk, = 
0-x3 + 1-x, +2-x55 + 1, = 0, 
Cx +-0-2 +52, 1314, = L 
0-x +0-x, +0-x5 + 7-1, = 14. 


Jos lygčių (I,), (L„), (IA) ir (L,) sprendinių aibes pažymėkime 
atitinkamai X,, X;, X3 ir Xi. 

Iš (L,) gauname 

X,=Kani nr nr 2 pe R, pe R, pe R) 

Įstatę rinkinį (1; 75; 5; 2) į (ZA), gauname 

O n+0-+5-,+3-2=1, 

o iš čia — vienintelę 7; reikšmę: 7, = —1.. Taigi 

X,NX,=[lnš 5; —L 2): pe R, re R). 

Ieškodami aibių X; ir X; X, sankirtos, t.y. visoms trims lygtims, 
(L„), (IA) ir (L,), bendrų sprendinių, įstatome rinkinį (7; 75; —I; 2)į 
(L,)ir gauname vienintelę r, reikšmę: 7, = 0. Todėl 

X; N(X3NX))=X,;NX3 NX, =[(ns 0, —-1; 2): pe R). 

Įstatę (1:0; —I; 2) į (JĄ), gauname vienintelę 7 reikšmę: „Ą=1. 
Vadinasi, 

X=X N(X; NX, NX,)=((; 0; —-1; 2)). 

Nustatėme, jog tiesinių lygčių sistema (6.2.7) turi vienintelį sprendinį: 
(I; 0, —I; 2). 
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6.3. EKVIVALENTUMAS. ELEMENTARIEJI PERTVARKIAI. 
NEŽINOMŲJŲ ELIMINAVIMAS 


Dvi tiesinių lygčių sistemos su m nežinomųjų vadinamos 
ekvivalenčiomis, jeigu jų sprendinių aibės sutampa (yra lygios). Pavyzdžiui, 
tiesinių lygčių sistemos su trimis nežinomaisiais 


Ša 5 = 8, 
xX+255- X =6, | k ks 
k Las ailo a 3x3 + X, + 4, = 8, 
si 2x, = 4 
yra ekvivalenčios, nes ir pirmoji, ir antroji sistemos turi tą patį vienintelį 


sprendinį: (2; 2; O). 

Ekvivalentumo sąvoka labai svarbi sprendžiant tiesinių lygčių 
sistemas. Kai nepavyksta iš karto sudaryti sprendinių aibės, tiesinių lygčių 
sistema tam tikrais veiksmais pakeičiama tokia jai ekvivalenčia tiesinių 
lygčių sistema, kurios sprendinių aibę nesunku apibūdinti. 

Platesniame matematikos kurse įrodoma, kad šie veiksmai su sistemos 
lygtimis nekeičia jos sprendinių aibės: 

1) bet kurių lygčių sukeitimas vietomis; 

2) bet kurios lygties pakeitimas jos ir kitos lygties suma; 

3) bet kurios lygties pakeitimas jos ir nelygaus nuliui skaičiaus 

sandauga; 

4) tapatybės pašalinimas iš sistemos. 

Juos vadinsime elementariaisiais pertvarkiais. 

Atlikus vieną ar kelis elementariuosius pertvarkius, gaunama 
ekvivalenti tiesinių lygčių sistema. Šio teiginio neįrodinėsime. Dažniausiai 
patogu iš karto atlikti kelis elementariuosius pertvarkius. 

Susitarkime dėl elementariųjų pertvarkių žymėjimų. Sistemos lygtis 
pažymėkime (L;), i=1, 2,..., n, numeruodami jas iš eilės. Užrašas L, +L, 


reikš, kad i -oji lygtis sudedama su j-ąja lygtimi ir gautoji lygtis įrašoma 
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vietoj j-osios lygties. Norėdami lygtį (L;) pakeisti jos ir nelygaus nuliui 
skaičiaus A sandauga, rašysime AL;. Pertvarkis AL; + UL; reikš, kad j-oji 
lygtis (L;) pakeičiama lygčių AL; ir L; suma. 

Naudojant elementariuosius pertvarkius galima eliminuoti (pašalinti) 
dalį nežinomųjų iš kai kurių sistemos lygčių. Šitaip įmanoma gauti gana 
paprastą tiesinių lygčių sistemą ir rasti jos sprendinių aibę. 

6.3.1 pavyzdys. Nežinomųjų eliminavimo būdu išspręskime tiesinių 


lygčių sistemą 
kiai oj 
2x, + 7x5; + x, = 16, (6.3.1) 


xXx+ X 44 = 3 
Sprendimas. Eliminuokime nežinomąjį x, iš antrosios lygties. Tuo 
tikslu atlikime pertvarkį — 21, + L, , t. y. pirmąją lygtį (I,), padaugintą iš 
(-2), sudėkime su antrąja lygtimi (L,) ir gautąja lygtimi 
0-3, +1-x,+3-1, =2 
pakeiskime lygtį (L„,), rašydami x,;+3x4=2. Turėsime ekvivalenčią 
tiesinių lygčių sistemą 
x + =, 
X + 3 = 2 
+ 232+45=3 
Šios sistemos lygtis taip pat žymėkime (I,), (L,), (IA) ir atlikime 
pertvarkį L, -— L„. Taip eliminuosime x, iš trečiosios lygties ir gausime 
ekvivalenčią sistemą 
x +35- X, 
X) +3, = 4, 
2x, — 5x, = 4. 
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Dabar, naudodami antrąją lygtį, eliminuokime x; iš (/,) ir (LA) šiais 
pertvarkiais: 1) —3L, + p ir 2) —2L, + Lp. Gausime 


X, + 3xX,-2, (6.3.2) 
- 11x; = O. 


Taigi atlikę kelis elementariuosius pertvarkius, eliminavome dalį 
nežinomųjų ir vietoj (6.3.1) turime ekvivalenčią jai (6.3.2) trikampę tiesinių 
lygčių sistemą, kuri turi vienintelį sprendinį (1; 2; 0). Vadinasi, (6.3.1) 
sistemos sprendinių aibė yra X = ((1; 2; 0)). 

6.3.2 pavyzdys. Nežinomųjų eliminavimo būdu išspręskime šią 
tiesinių lygčių sistemą: 


X+ XXkX ka = 2, 
Ss i, (6.3.3) 
Ša, + 24 A X) A, = 4 
4x + 35) -X3—- X, = 3 


Sprendimas. Pirmiausia eliminuokime nežinomąjį x, iš trečiosios ir 
ketvirtosios lygčių. Tai galima padaryti šiais elementariaisiais pertvarkiais: 
I, +L, ir 4 + L,. Juos atlikę gausime ekvivalenčią sistemą 


X+r 4 42 kų 2 
= M A = 4, 
4x, + 3x, + 2, = 0, 
Sx, + 4x, = 5. 
Toliau: 
1) LL+hir2L, +; 
3x, +x,=6, 
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2) Lai, =4ls p 


3x, + = 6 
10x, = Žr = 12, 
Ši + X = 8, 
—27x; = —Ži 
3) LL, SLL, + 1T - L, 
x, = 3 
d ris (6.3.4) 
X, = 0, 
Xi = L 


Matome, kad ši sistema turi vienintelį sprendinį (I; 0; —2; 3). Kadangi 
sistemos (6.3.3) ir (6.3.4) ekvivalenčios, tai (I; 0; —2; 3) yra vienintelis 
tiesinių lygčių sistemos (6.3.3) sprendinys. 
6.3.3 pavyzdys. Nežinomųjų eliminavimo būdu išspręskime tiesinių 
lygčių sistemą 
3, + X —- X, =4, 
Žž — X, 2 = 2, 
2 +2p—- 3 2 
5x, + 5 =3 


(6.3.5) 


Sprendimas. Pirmiausia eliminuokime nežinomąjį x; iš pirmos ir 
trečios lygčių. Atlikę elementariuosius pertvarkius L,+ 1, ir 2L, + L], 
gauname lygčių sistemą 

5x, + X, =6, 
Žh— 4 2 = 4, 
Sx, + x =6, 
SX, + 45 =3 
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Toliau atlikime elementariuosius pertvarkius I, -— L, ir I„- L,. Turėsime 


ekvivalenčią sistemą 
5x, + x, =6, 
ži = A, 23 = 2, 
0 =£. 
0 =3 


Iš čia darome išvadą, kad tiesinių lygčių sistema (6.3.5) sprendinių neturi. 
6.4. GAUSO METODAS 


Gauso metodu (Carl Friedrich Gauss — vokiečių matematikas, 1777 —- 
1855) vadinamas tiesinių lygčių sistemos 
ax, + 45X5+--+0,,*, = bį, 
aj, X, +055X5 +. X, = bp, (64.1) 


Anži + Am X)+--+A nn, = bp 
sprendimo būdas, kai nuosekliai eliminuojant nežinomuosius ji suvedama 
arba į trikampę tiesinių lygčių sistemą 
Cu + Cj2X5+... OLX, = Gi, 


Cx Xp... +C5 X, > dp, 


(6.4.2) 
Can*n Ž. n? 
arba į trapecinę tiesinių lygčių sistemą 
Curt CoX5+ CK Cik ukr CpX = dy 
Cx5Xyk A CopX pt Cops Kpkyt 05 XP > do, (643) 


Če lg sy AE, S dy 


čia k< nn. 
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Atkreipkime dėmesį, kad trikampę sistemą (6.4.2) galima gauti tik 
tada, kai (6.4.1) sistemoje lygčių ne mažiau negu nežinomųjų, t.y. mZn. 

Glaustai aptarkime tiesinių lygčių sistemos (6.4.1) sprendinių kiekį. 
Apie jį, žinoma, lengviau spręsti iš (6.4.2) bei (6.4.3) sistemų. 

Tarkime, kad pavyko (6.4.1) sistemą suvesti į ekvivalenčią jai (6.4.2) 
sistemą su nelygiais nuliui koeficientais pagrindinėje diagonalėje, t.y. 


Ci 0, C> *0,..., Cc, Z0. Pradėję paskutine lygtimi 
0-x, +0-x5+..+0- X T Cn X, „> d, ir kildami aukštyn lygtimis 
Oe k. X,-2 ag Cn-In-1 "Xi + Ca-inXn = d. 


ir t.t., tada gautume po vieną sistemos sprendinio x = (*r; X23-45 Xp Xš 
kiekvienos komponentės reikšmę: 
d, ė. d 


1 — €zslni" : 
E,= „X — Zn n=l  "ncln no irtt 





Cn 7 Ca-in-1 "Cn 
Iš to darome išvadą, jog (6.4.2) sistema (taip pat ir (6.4.1)) turi vienintelį 
sprendinį, kai cj, *0, C55 £0,..., C,Ą Z 0. 

Kai (6.4.2) sistemoje bent vienas iš koeficientų cjį, C25,..., C,„ lygus 
nuliui, galimi du atvejai: 1) sistema neturi sprendinių arba 2) sistema 
turi be galo daug sprendinių. Tai priklauso nuo laisvųjų narių d,, d;,..., d,, 
taigi nuo (6.4.1) sistemos laisvųjų narių Ž;, b,,..., b,. Tyrimo aprašymą 
praleisime. 

Gavus trapecinę tiesinių lygčių sistemą  (6.4.3), kurioje 
Ci £0, C> £0,..., C,„ *0, nesunku įsitikinti, jog ji turi be galo daug 
sprendinių. Pirmiausia (6.4.3) pertvarkysime į tokią sistemą: 

Ciži Op X. +C Ad — (Ck Ypa Cn 5 


C55Xy+...+C5)Xy=d) kg (Ein Tiki S +C5,X, ), 
(6.4.4) 


Nežinomuosius X;,j,..., X, pavadinkime laisvaisiais, O x*į, X3,..., Xp — 


n 


baziniais. Pasirinkime bet kurias laisvųjų nežinomųjų reikšmes, pavyzdžiui: 
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Xi 7 Ras X = Už, € R,..., r, e R). Tada (6.4.4) sistemos lygčių 
 dešiniosiose pusėse gausime konkrečius skaičius: 

r a o L A A 

a. — E R r R, 

Vadinasi, (6.4.4) sistema tampa k lygčių su k nežinomųjų A, X;,..., X, 
trikampe sistema. Jau išsiaiškinome, kad tokia sistema turi vienintelį 
sprendinį, nes cj, *0, C55 £0,..., Cc, £0. 

Taigi su kiekvienu laisvųjų nežinomųjų rinkiniu (x.,,,..., r,) gauname 
vienintelį bazinių nežinomųjų A,, X;,..., x, reikšmių rinkinį. Iš čia ir 
išplaukia, kad (6.4.3) sistema turi be galo daug sprendinių. 

Kai trapecinėje sistemoje bent vienas iš koeficientų Cjį, C55,--., Ck 
lygus nuliui, jos sprendinių aibės analizės aprašymas sudėtingesnis, todėl jį 
praleisime. Tik paminėsime, jog galimi du atvejai: arba sistema turi be galo 
daug sprendinių, arba sprendinių aibė tuščia. 

6.4.1 pavyzdys. Gauso metodu išspręskime šią tiesinių lygčių sistemą: 

ž-4i A+A5 - O 


(6.4.5) 
Xį + tp + 3x3 = 15, 
ž— ŽŽ B= 3 


Sprendimas. Iš pradžių eliminuokime x, iš antros ir trečios lygčių. 


Atlikime pertvarkius —2/, + L, ir — I, + L,. Gausime ekvivalenčią tiesinių 


lygčių sistemą 


Ta, +-215 —- 55, = 15, 
X; E X; p X, = -3, 
Dabar pertvarkiais —7L, +L5 ir —L, + L, eliminuokime x, iš trečios ir 


ketvirtos lygčių. Turėsime tokią sistemą: 
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16x4 + 58x4, = 64, 
X, + 8x,= 4 


1 
Toliau atlikime šiuos veiksmus: 1) „6 ir 2) sukeiskime (I„) su (L,) 
X, + 81, = 4, 
81, + 2914) = 32. 


Pertvarkiu —8L, + L, eliminuokime x4 iš (L,) 


X - 245 + X5+t SX = 0, 
ž.=2k,= Sk = —L (646) 

X, + 8x, = 4, 

-3 5 = 0 


Taigi nuosekliai eliminuodami nežinomuosius, gavome trikampę tiesinių 
lygčių sistemą (6.4.6), ekvivalenčią pasirinktajai (6.4.5) sistemai. 
Pagrindinės diagonalės koeficientai nelygūs nuliui, todėl gauname vienintelį 
sistemos sprendinį: (-2; 1; 4; 0). 


6.4.2 pavyzdys. Gauso metodu išspręskime šią tiesinių lygčių sistemą: 


A R = A R = 8 

2x + x + X, 1 8, = 2, 
; š : > (6.4.7) 

3xX3 2 X, = a: 

RB MR AL- O 


Sprendimas. Eliminuokime nežinomąjį x, iš (L„) ir (L,) šiais 
pertvarkiais: 1) — + L ir 2) - L +1, 
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2 RS A R 3 = 0 
Žž FM = 2 
3 (6.4.8) 

- 2x, = 0. 

Gavome trikampę tiesinių lygčių sistemą, kurios pagrindinėje diagonalėje 

yra tokie koeficientai: c,, =2, C> =0, C+ =3, C,, =—2. Iš paskutiniųjų 

dviejų lygčių randame nežinomųjų x4 ir x, reikšmes: x5=1, x, =0. Jos 
tinka ir antrajai lygčiai, o pirmajai tik tada, kai 2x,+ x; = 1. Šis sąryšis tarp 

x, ir x, turi galioti tik pirmajai lygčiai, nes kitoms trims lygtims tinka bet 

kurios nežinomųjų x, ir x; reikšmės. Vadinasi, vieno nežinomojo (x, arba 

x;) reikšmę galima pasirinkti laisvai. Tegu x, =r. Tada x,=1-2r, 0 

rinkinys (r; 1—2r; 1; 0) yra (6.4.8) sistemos sprendinys su bet kuriuo 

realiuoju skaičiumi r. 

Taigi (6.4.7) tiesinių lygčių sistemos sprendinių aibė X tokia: 
X =((r; 1-—-2r; I; 0): r e R). 
6.4.3 pavyzdys. Gauso metodu išspręskime šią tiesinių lygčių sistemą: 


Sprendimas. Turime trijų tiesinių lygčių su penkiais nežinomaisiais 
sistemą. Ją, žinoma, galima suvesti į trapecinę sistemą: 
1) -24)+L,, -31) +2L; 


| 
P R 


3XxX,- X, +4x, - 4, = 2, 
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2-L+] 
A - 6 M +2x5 = O, 
3x>) +4x5 - X, - SX) = 7 (6.4.10) 


— X + p= -Š 
Laisvaisiais nežinomaisiais pasirinkime x4 ir x,. Tegu x4=0, x,= B; 
«e R, Be R. Sistemą (6.4.10) perrašykime taip: 
2, = Ra = E, 
3x, - SX = 7-40+ B, 
x, =-5+ 504 - 5. 
Iš šios sistemos randame bazinių nežinomųjų x,, x; ir x; išraiškas: 

X, =-5+504-5P, 

x, =-6+704-8P, 

X =2-4+B. 

Matome, kad tiesinių lygčių sistema (6.4.10) turi be galo daug sprendinių, 
priklausančių nuo dviejų parametrų 4 ir B. Juos pažymėkime x(a, B). 
Vadinasi, tiesinių lygčių sistemos (6.4.9) sprendinių aibę sudaro rinkiniai 
x(a, p): 

X(X, B)=(2-4+B; -6+7a-8B; a; B; -5+54-5B); 

«eR, Be R. (6.4.11) 
Pasirinkę 4 ir B reikšmes, gausime konkrečių skaičių rinkinius — (6.4.9) 
sistemos sprendinius, pavyzdžiui: 

x(0, 0)=(2; —6; 0; 0; —5), 

x(1, 0)=(I; L I; O; 0), 

x(1, L=(24 - T L L —5). 

Atkreipkime dėmesį, kad sprendžiant (6.4.10) sistemą laisvaisiais 
galima pasirinkti kitus du nežinomuosius: x, ir x4 arba x; ir x4. Tada 


gautume kitokias sprendinio komponenčių išraiškas, bet tą pačią sistemos 
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sprendinių aibę. Tegu, pavyzdžiui, x, ir x; — laisvieji nežinomieji. 


Pasirinkime x,=r, x4+=1; re R, te R. Sistemą (6.4.10) pertvarkykime 


taip: 
2 XL—- KPR-2B 
3x, +4x11 =  T+ r+S3, 
= Sr. = 5-3 E 


Iš čia x4=1+7+0,2:, x;=1-r+141, x, =1-0,2:. Vadinasi, (6.4.9) 
sistemos sprendiniai tokie: 
(1-0,21; 1—7+1,41; 1+r+0,21; r, t), re R, te R. (6.4.12) 
Kai r=0, :=-5, gausime sprendinį (2; — 6; O; O; —5), sutampantį su 
x(0, 0). Pasirinkę r=0, £= 0, turėtume sprendinį (1; 1; 1; 0; 0) = x(1, 0). 
Panašiai galėtume sugretinti ir kitus sprendinius, gautus pagal (6.4.11) bei 
(6.4.12) formules. 
6.4.4 pavyzdys. Gauso metodu išspręskime tiesinių lygčių sistemą 
3 = R AL 
X + Ap BM — Xk = 2, 
2x, — 25, + Sa - ją =4. 3 
ŽŽ = AX, > X T 2 = 4. 
Sprendimas. Pirmiausia (6.4.13) sistemą suveskime į trapecinę 
tiesinių lygčių sistemą: 
1) -25 +; -24 +h 
4 —- Dt — X O RL 
X; + X, + 30, —- AL -2, 
Ji, = G + T, = 3 = 3, 
2x) —- X, + 4x, —- ZX, = 2, 
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2) Ala Lp, > 4 Lp 


x - St + M — Xp ba = L 
i P PR - 45 2 
= $ž, = Aki = -3, 
— Ii — Žų =-—2; 
3) - +], - 


15—-MMiMM t 

t LB - A-Ž, 

9x, + 21, = 3, 

= 1 
Gavome trapecinę tiesinių lygčių sistemą, kurioje c,,=1, c55 =1, c34 =9, 
c,„=0. Ketvirtoji lygtis O-x,+0-x5;+0-x35+0-x,+0-x55=1 neturi 
sprendinių. Vadinasi, (6.4.13) sistema taip pat neturi sprendinių. Iš čia 
darome išvadą, jog (6.4.13) tiesinių lygčių sistemos sprendinių aibė X 

tuščia: X = J. 


6. 5. GAUSO IR ŽORDANO METODAS 


Žordanas (Camil Jordan — prancūzų matematikas, 1838 — 1922) 
pasiūlė Gauso metodo modifikaciją. Pagal ją tiesinių lygčių sistema 
aj Xi + Ap5X5 +. AX, = )p, 
aj X, + 055X5+..A03,X, = bp, 
2124 TT 62752 2n 2 (6.5.1) 


AX + Amx +--+A m, > bp 
nuosekliai eliminuojant nežinomuosius suvedama į diagonalinę tiesinių 
lygčių sistemą 
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Oi =Ą, 
"3 TB (6.5.2) 
On X= n 
arba į pusiau diagonalinę tiesinių lygčių sistemą 
Ex ko 050 Ay k. RG = A 
O T ta Aa T > B (653) 


Š5 ūke) s Ą 
Aišku, kad diagonalinę sistemą (6.5.2) galima gauti tik tada, kai 
(6.5.1) sistemoje m2 n. 
Tegu 0, *0, 655 *0,..., O,„*0. Šiuo atveju diagonalinė sistema 
(6.5.2) turi vienintelį sprendinį: 
x=(A/0415 B/0n2is B / On): 
Gali būti, kad ir pusiau diagonalinėje sistemoje visi koeficientai 
Oj OAp,.--, O, nelygūs nuliui. Tada nežinomuosius Xp,j,..., X, galima 
laikyti laisvaisiais, o bazinius nežinomuosius x,, X;,..., x, išreikšti šiomis 
formulėmis: 
Xi (A — Akai "kain "X Os 
X5 (B — Akai "ki —Oon * Xi )/ Oo, 
X (B — Oki" ki Oka" X Op 
Kai (6.5.2) arba (6.5.3) sistemoje tarp koeficientų G; yra lygių nuliui 
skaičių, sprendinių aibės analizė taip pat gana paprasta. Gautume, jog lygčių 
sistema arba turi be galo daug sprendinių, arba neturi nė vieno. 
Modifikuotas Gauso metodas vadinamas Gauso ir Žordano metodu. 
6.5.1 pavyzdys. Gauso ir Žordano metodu išspręskime tiesinių lygčių 
sistemą 
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X E-= 5+24,= L 
2x, | 3x, 57 Xą Žiais X, = -6, (6.5.4) 


t Ai 4 o 3 


Sprendimas. Turime penkių tiesinių lygčių su keturiais 
nežinomaisiais sistemą. Pabandykime nuosekliai eliminuodami 
nežinomuosius suvesti ją į diagonalinę arba pusiau diagonalinę tiesinių 
lygčių sistemą: 

1) -L+L, -2) +L,, -3 L +L,, -4L + p 


*—- 222) 4—- XS T 
ž.= 2 + 3 = 6 
JIžz — p + r = — 40 
Tx; - X, + 4x, = -L6, 


13x, — 2x5, + 2x, = -30, 
2) 2L+L,-7L, +Lp, -1Lp +L,, -13L, + Ls 


x = 31 Sa ==3 
X — 241 3 =—- 6 
1155 - 20x, = 22, 
13x5 - 17x, = 26, 
24x, — 31x, = 48, 
2) 3212 +11, ŽIA 41, —13 111), — 225 +) 
115, - Sx,= 1L 
11x; = 7x,=-22, 
1155 — 20x, = 22, 
731, = O, 


T3x, = 0; 
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4) -L,+L,, L, 
11x, — = IL 
11x; Tx, =—22, 
llk, — 2025 = 22 
x = 0, 
0= 0; 


5) 5L,+1L,, 7L, + Lz, 20L, + Lp, Ls pašaliname 
1 lx, = 1l 
1lx, = —-22, 
11x3 = 22, 
x = 0 
Gavome diagonalinę tiesinių lygčių sistemą. Jos, taip pat (6.5.4) 
sistemos, vienintelis sprendinys yra (I; —2; 2; 0). 
6.5.2 pavyzdys. Gauso ir Žordano metodu išspręskime šią tiesinių 
lygčių sistema: 
3x, +31, + 55 + 41, + 28, 
x 25 + B Tų = 6, (6.5.5) 
Žx, + 1, + 26 + X =3 
Sprendimas. Kadangi lygčių šioje sistemoje yra mažiau negu 
nežinomųjų, tai nuosekliai eliminuojant nežinomuosius tegalima gauti 
pusiau diagonalinę tiesinių lygčių sistemą: 
1) L,—3L,—2L, +31 
3x, + 31, + 5 2, + Ap = 8 
— 6x; — 4x; — 4x, + 2x5 = 


l 

| 
“ 
2 


— 31, —414 —- 4 ap R o — 
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2 +], -5L,-5L+k 


3X, + 343 +. = 3 
341 + 24, + 22, — AS G 


- 25, > Ži, = Zi, => 4 


3 1 
3) 2 +, t, 51 


3X, = 31, | 
3X; — 3X5 =3, 
X + X+ XL 
1 1 
4) 36: 3h 
X, = Šš = 0, 
X, —- xz = I, 


(6.5.6) 


Gavome pusiau diagonalinę trijų lygčių sistemą, kurioje O,=1, 


05, =1 ir 0453 = 1. Nežinomuosius x; ir x5 toliau laikysime laisvaisiais, 0 


X, X; Ir x, — baziniais. Iš (6.5.6) lygčių gauname tokias bazinių 


nežinomųjų išraiškas laisvaisiais nežinomaisiais: 


Xy= LA — 25 


X; =1+ 45, 


Taigi rinkinys x = (x4; 1+x5; 1—X4— X5; Xš; X5) yra (6.5.5) sistemos 


sprendinys, kai x, ir x; bet kurie realieji skaičiai, pVZ., x; = Ą, X5 = P. 


Sistemos sprendinių aibę X galima užrašyti taip: 


X=((n) 1+5; 1-5—-5; r; p) pe R, pe R). 
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6. 6. UŽDAVINIAI 


6.6.1. Gauso metodu išspręskite šias tiesinių lygčių su trimis 
nežinomaisiais sistemas: 


3 + X5tX, = O, 24 r + A =2 

1) x. + 21 ba, = 3 2) E x, + 2x, = I, 
2 - L- AR ŽŽ — + ART 
ži nk ET + + 21, 1 355 =, 

3) | x +24)+ X,= | 4) B + => 724. = 1 
+) + 512044 2x + 35 + x, = 13; 

24, + 32 = D = 4; 3xX +4x, + x, =0, 

3) B - x +2 =3, 6) | X X -—- 2-0 
x, - 4x, + 8x; = L 4x, + 345 - X, = 0 

3x, + 4x, —- SX, = 2, 4x,- X, - 2x, = |, 

7) 8 - >2+l =4 8) 8 +3451+ X, =6, 
Sr + 3 > 35 = B 2x, - 4x, - 3x, = O, 

A+ tak = 3 725 +> Ap =2, 

2xX + X Xp = 4, 2 + 34 = 3 

9) xX+2454+ X-= L 10) 4- X4— A, <4, 
2x, + 3x5 + 3, = O, 3x, +4x, + X, =6, 

3xX, + 2xX, + 3 = 3 2x, + 3x, + 2x4, = 2; 

X —- 2 — 2 = 2 24 — 434, 

35 + 22 — 601, = — L 35 + 355 = Ą=Ą 

llj) 1—44+ 3545) +455, = =3, 12) X + X+2X =4, 
x, + 4x, - 2x, = -4, 22, + 2x5 — 3 = 1 

2x, + 3x, - 4x, = —-3; x +4x, - 45, = 3. 
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6.6.2. Gauso metodu išspręskite šias tiesinių lygčių su keturiais 
nežinomaisiais sistemas: 


3 
X, +2x1 + X, = 4, 
0 
1 


Žų— Ž— A = 0, 
+, > AS AB 
+ + 5 = 2, 
A+ 4148 
2) X, + 15+ = 5 
2x, + 2x, + 3x5 + 2x, = 12, 
*+ 5 + X = 3 
*X+2KI— At A =3 
Žų— Ia RA t Ak, = 
2) 241, + 314 +2x,=5, 
X+ X+ Xh X -2 
nn S AR 
X- X+R ALŲ 
i A+ 4+ A = 3, 
ži +2p-2- A-Ž 
7 -A— L 
5) a - + += 4 
Ars AA =-| 
žt4- 5-2 S 2 
6) B +2511 X,-2, 
Ak >245 + 5—- LS Ū 
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6.6.3. Gauso ir Žordano metodu išspręskite šias tiesinių lygčių su 


keturiais nežinomaisiais sistemas: 


+ Op +D = 8, 
X; + X t 3, = 0, 
) 3x, + x X ,-4, 
7 kd + 1-3 


2) 
2 + 2 + 4x, = 10, 


X—- X-41 MR G 


žr 4 ok = 2, 

£, + 2 A = 4 

3) 2x, + X5-AX,- L 
x +2x1, + 311 + x, =4 

Žž + As 1 3, = 3 


- 5 47 4, =8 
—X +241+ X,+ 2-4, 
4) 2X; + Zr—- 2 = 
T LT A AL R4 
*7+3+25+>3 2 
X, — SS, 
2, = 57 40 
| ĄKkk- A-Ž 
X, + 2) pm, 
2 — +314, = 0, 
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*, + 24, + 35 = 5, 
6) x, +255 4 p= 3, 
Žr M M L 
7) *+ 25520 = 
25-25 - 45 15 = 2 
k Ą4- Ą- ĄSL 
8) 52—- 42173—-4 5 
ik R + 4) —=Ž 


l 
= 


2, X, — k, = 2, 
9) az, = 71, 2 =0, 
+ —44,+74,-531, =] 
m= Bi, 
10) 21,34, 21, — 54, ——2 
x di, xx, —28, 


X— X X = 7. 
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7. MATRICOS IR VEKTORIAI 
7.1. MATRICOS SĄVOKA 


Matrica vadinama tam tikrų elementų a;(i= 1, 2,..., m; j=1, 2,..., n) 
— dažniausiai skaičių — stačiakampė lentelė 
Gi a |.) a; 


n 


45į 055. App 


Matricos elementai sudaro m eilučių ir n stulpelių, todėl sakoma, jog jos 
matmenys yra mXn. Kai m=n, matrica vadinama kvadratine, o skaičius 


n vadinamas jos eile. Kvadratinės matricos 


Aj App A 


elementai Gjį, 455,.-, ū,„ Sudaro pagrindinę diagonalę, o elementai 


nn 


Aygo Ap, — šalutinę diagonalę. 


Matrica užrašoma ir naudojant laužtinius skliaustus: 


Trumpinant užrašus matricos dažnai žymimos kuria nors raide, 
pavyzdžiui, A, B, a,b, x, y,.... Kartais vietoj 
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rašoma A= (aj), i=I 2,..., m; j=1, 2,..,m arba tiesiog Amx, = (Gj). 


Indeksas mxn prie A reiškia, jog matricos A matmenys yra mxn. 
Žymint n-tos eilės kvadratinę matricą raide, pavyzdžiui, B, paprastai 
rašoma B,,one Bix. 
Nors matricą gali sudaryti bet kokie matematiniai objektai, šioje 
knygoje nagrinėsime tik matricas, kurių visi elementai yra realieji skaičiai. 
Matrica, kurios visi elementai lygūs nuliui, vadinama nuline matrica. 
Kvadratinė matrica, kurios pagrindinę diagonalę sudaro vienetai, o kiti 
elementai yra nuliai, vadinama vienetine matrica ir žymima E. Pavyzdžiui, 


5-4 | 


yra antros eilės vienetinė matrica, 0 


100 


trečios eilės vienetinė matrica. 
Kiekvienai matricai 


Gj 012 >> Ap 
| Bai Miko ana 
Uk ai Emos 5 Ms 


galima sudaryti transponuotą matricą AT: 
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dj Apį «Aną 
a,, A a 
T 12 452 m2 
A“ = 
Ain A, "aš Ann 


Taigi transponuotos matricos AT eilutės yra atitinkami matricos A 
stulpeliai, o šių matricų matmenys susiję taip: A yra mXn,o AT - nxm 
matmenų. Aišku, kad »-tos eilės kvadratinės matricos B transponuota 
matrica BT irgi yra n-tos eilės kvadratinė matrica. Vienetinė matrica E 
nesikeičia transponuojant: ET = E. 

Štai keli matricų transponavimo pavyzdžiai: 


1 0 2 i = 2 
1) A=|-1 3 4|, AT=| 0 3 Ol; 
2 0-1 2 44 
2 B Ho BT 73 
) ESI ] 1785)" 
3 5 
2 
3) a=|0,, aT =(2; 0; 7); 
7 
7 
1 
4) b=(7; 1; 2, -4), bT = 2| 
-4 
0 0 
5)0=|0 0 OT o 
JO j "0 0 0) 
0 0 


Dar išsiaiškinkime, kaip galima palyginti dvi matricas, tarkime, A ir 
B , taikant sąryšius =, >, 2, <, <. 


2 J 
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Pirmiausia A ir B turi būti vienodų matmenų, sakykime, m xn. 


Tarkime, 
G Ap Ap bi bo In 
03 025 «=. Aoų b,, byp «<. ba, 
A= „B= 
Am 4,2 453 Ann buu bo i m 


Tada rašoma 


1) A= B,jeigu aj = B. „i=L ŽŽ mĖ JL, 2 į 


sa 
2) A> B, jeigu a; > bi, = 1, Žios PR f=E, 2 nz 
3) A2 B,jeigu a; 2 b;, i=1, 2,..., m; j=1, 2... n; 
4) A< B,jeigu a; < b;, i=1, 2... m; j=1, 2, ns 
5) AS B,jeigu a; < by, =, 2,..., m; j=1, 2... n. 
Kai abiejų matricų atitinkami elementai sutampa, t.y. A= B, sakoma, jog A 
ir B yra lygios matricos. Pavyzdžiui, matricos 


LŽ 7 1 21 
A=|3 4 5 11 B=|3 4 5 
0 2 8 028 


lygios, nes yra vienodų matmenų 1r atitinkami jų elementai sutampa. 


Sugretinę matricas 


=Į B GH l 0 1 1 2 
C=|->3 0-1 O0O|KB=,-2 3 0 2, 
£—23 I -2 4-1 2 0 


matome, kad abi jos turi po tris eilutes bei keturis stulpelius ir visi pirmosios 
matricos elementai mažesni už atitinkamus antrosios matricos elementus. 
Taigi C< D. 
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Matricas 
1 0 0 -1 0 0 
E=|0 1 OlirF=| 0 -2 0 
0 0 1 0 0-3 


galima sujungti sąryšiu 2, nes dalis pirmosios matricos elementų yra didesni 
. už atitinkamus antrosios matricos elementus, o visi kiti sutampa. Žinoma, 
derėjo pastebėti, kad abi jos trečios eilės kvadratinės matricos. Vadinasi, 
galima rašyti E2 F. 


7.2. TIESINIAI VEIKSMAI SU MATRICOMIS 


Kiekvieną matricą galima padauginti iš realiojo skaičiaus, o bet kurias 
dvi vienodų matmenų matricas sudėti bei atimti. Tie veiksmai (daugyba iš 
skaičiaus, sudėtis ir atimtis) vadinami tiesiniais veiksmais su matricomis. 

Matricos A=(a;), turinčios m eilučių bei m stulpelių, ir realiojo 
skaičiaus A sandauga yra mxn matmenų matrica C=(c;), kurios 


elementai skaičiuojami pagal formulę 
Cij = Aa; (i= 1, 2,..., m; j= 1, 2,..., n). 


Rašoma taip: 


Ši Aga oe A ja 
Vadinasi, taisyklė tokia: 
jeigu norime padauginti matricą iš skaičiaus, reikia kiekvieną jos 
elementą padauginti iš šio skaičiaus. 
Dviejų mX n matmenų matricų A = (a;) ir B=(bj) suma yra mx n 


matmenų matrica C = (c;), kurios elementai skaičiuojami pagal formulę 
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C; = aj+b; (1, 2,..., m; j= 1, 2,..., n). 


Taigi 
A A2 > jp bi bp = bis 
21 022. 15 nį D5p bp 
C=A+B Ė " |= 
Ar 42 „e Ann bi bp sk „m 
7 > 
ai Dai Ana + Dao o Ann + Does 


o matricų sudėties taisyklė tokia: 
jeigu norime sudėti dvi vienodų matmenų matricas, reikia sudėti 
atitinkamus jų elementus. 
Matricų A= (a;) ir (—1) B= (-b;) suma vadinama matricų A ir B 
skirtumu (žymima A - B); čia abi matricos vienodų matmenų. Vadinasi, 


411 012 + Ain bjį bp «< bp 
a5, A55 A b,, b2 ... b 
2 B - 21 *22 2n + [- 1) 21 *22 2n 


TTT E ITT T T 


Ai 4m2 + Amn bi bp 584 Ei 


a; =b) Gp — bp ap — by 


Matome, kad matricų A ir B atimties taisyklę galima taip 
suformuluoti: 

jeigu norime iš matricos A atimti matricą B, reikia iš kiekvieno 

matricos A elemento atimti atitinkamą matricos B elementą. 
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7.2.1 pavyzdys. Atlikime su matricomis 


5 4-1 3 0-1 2 0 
A=|2 0 0 4jirB=| 3 1 0 4l. 
O) 3=1 2 2 80 32 


šiuos veiksmus: 

1) padauginkime matricą A iš4, o B —iš (- 2); 

2) sudėkime matricas A ir B; 

3) atimkime B iš A ir A iš B. 

Sprendimas. 
5 4-1 3 4-5 4-4 4.(-1) 4.3 

1)4:-4=4|2 0 0 4|=[42 40 4-0 4.4|= 
8 3-1 Ž 4-0 4-3 4-(-1) 4-2 





20 16 -4 12 
=| 8 0 0 16Į, 


0 12 -4 8 
0-1 2 0 0 2-4 0 
(-2)-B=-2-B=-2| 3 1 0 4|=|-6-2 0 -8|: 
-2 0 3 2 4 0-6 -4 
5 4-1 3 0-1 20 
2)2A+B>|2 0 0 4|+| 3 1 0 4 
0 3-12/|[-2 0 32 


0 4 — 142 20 5 i 3 
=|243 | 0 0+0 4+4|=| 5 0 8l; 
0-2 D 163 242) |-2 2 4 
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š 4-4 3 d A 

3) A-B=A+(-1)-B=|2 0 0 4|+(-0| 3 1 0 4|= 
i -4 1 A 2. koa 
54-13 Ė 1 = d 5 4—1 3 
=|12 8 £4l+|-3 =) 6 —4)=|-i > 8 o) 
t 2—L 2 8 -—3—ž 3 4-4 0 
0-1 Ž8, 15 4-1 2) (-š — 3-3 

4) B-A=| 3 1 0 4|-[2 0 04|=| 1 1 0 OL. 
= 4 33018 4-1 3 LŽ 35 4 


Jeigu mokame atlikti tiesinius veiksmus su dviem matricomis, galima 
skaičiuoti ir sudėtingesnius reiškinius su keliomis vienodų matmenų 
matricomis. Čia atkreipsime dėmesį į tai, kad trijų matricų A, B ir C suma 
A+B+C yramatricųų A+B ir C suma,ty. A+ B+C=(A+B)+C. 


7.2.2 pavyzdys. Pasirinkę 
2 -3 5 0 04 
aš ola 1) es 
apskaičiuokime šiuos reiškinius: 
1) 224+B+3C; 2) AT -BT +2C. 


Sprendimas. 1) Iš pradžių apskaičiuosime 2A + B, o paskui prie šios 


matricos pridėsime 3C . Gausime 


spao [AL LRA Ne 
Ša g lail“ls Ola dl“ 6 o 1 
ea[0 49 [0 
“143 Ua a 


Meka TE aa a blg ls a 
Ls ai a G ai 
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2) Reiškinį AT — BT +2C skaičiuosime pagal tą pačią taisyklę: 
AT -BT +2C= (AT -B7)+2C . Gausime 


vo 
vo [35 


AT BT 42C=(AT-Brj+20>| > 7 > 
LŽ = -— = + = 
TAE51 Jr “4 = in 4 
—-3 10 
"1731 


7.3. VEKTORIUS IR JO INTERPRETAVIMAS 


Kai kurie kintamieji dydžiai, pavyzdžiui, jėga, greitis, pagreitis ir kiti 
apibūdinami ne tik skaičiumi, bet ir kryptimi. Jie vadinami vektoriniais 
dydžiais ir vaizduojami kryptinėmis atkarpomis - vektoriais. 

Vektorius žymimas viena arba dviem raidėmis su rodykle viršuje, 

= > — 
pavyzdžiui, a, b, AB, MN. 

Bet kurio vektoriaus, sakykime, 4 modulis (ilgis) žymimas |ū |. Kai 
žinomos abiejų galų koordinatės, vektoriaus modulį galima apskaičiuoti 
pagal atstumo tarp dviejų taškų formulę. Konkreti formulės išraiška 
priklauso tik nuo to, koks yra vektorius — tiesės, plokštumos ar erdvės. 
Tarkime, vektoriaus pradžia yra taške M , o pabaiga taške N (7.3.1 pav.). 
Tada 


1) |š|= (5-2 =| 5-4, |, (73.1) 


kai M(x,) ir N(x;) - tiesės Ox taškai (7.3.1 a) pav.); 


170 Taikomoji matematika 


a) Ma 0 N B 
————————————> 
x; 2; 
b) 3 











(X;; Y>) 


(X, Yi) 
X 


c) 


(X Vis Zr) 


(XS Vis 0) 


7.3.1 pav. 


2) |6|= 7-2 +65— 7,2, (7.3.2) 


kai M(xį; y,) ir N(x;; y,) — plokštumos taškai (7.3.1 b) pav.); 
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3) |š|= JG7-x) 2 +6>-91 2 + (2—2)2, (7133) 


kai M(3,, y;, z,) ir N(x3, y2, z>) — erdvės taškai (7.3.1 c) pav.). 


— 
Vektorius OM , kurio pradžia yra koordinačių sistemos pradžios taške 
O, vadinamas spinduliniu vektoriumi (7.3.2 pav.). Spindulinį vektorių 


— 
OM visiškai apibūdina jo pabaigos taško M koordinatės: tiesėje Ox — 
skaičius x (7.3.2 a) pav.), plokštumoje — skaičių pora (x; y) (7.3.2 b) pav.), 
o erdvėje — skaičių trejetas (x; y; z) (7.3.2 c) pav.). Todėl taško M 


koordinatės (vieno, dviejų ar trijų skaičių rinkinys) taip pat vadinamos 
— 
spindulinio vektoriaus koordinatėmis ir rašoma atitinkamai OM = (x), 


> > 
OM =(x; y), OM =(x; y; z). 

Panagrinėkime, ar galima panašiai apibūdinti bet kurį vektorių — ne tik 
spindulinį. Prisiminkime, kad 

du vektoriai, sakykime, ū ir b vadinami lygiais (rašoma ū =b)), jeigu 

yra tos pačios krypties, o jų moduliai vienodi. 
Tegu G yra pasirinktasis plokštumos vektorius, o M(x;; y,) ir N(X3; Y>) — 
jo pradžios bei pabaigos taškai. Nubrėžkime jam lygų spindulinį vektorių 
OA (73.33 pav.). Taško A koordinates pažymėkime (x; y). Statieji 
trikampiai OAB ir MNK yra lygūs, nes atitinkamos jų kraštinės 
lygiagrečios, o įžambinės lygios. Todėl O0B= MK ir BA= KN . Kadangi 
OB=|x|, BA=|y|, MK =|x;, x, , KN =|y;- y, |. tai gauname 
sistemą 


Isa | (134) 
|»|=|52-7,]. 
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€) 





7.3.2 pav. 






o(X;; į) 
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Išnagrinėję galimas taškų M ir N tarpusavio padėtis, įsitikiname, jog 
"skaičiaus x ženklas sutampa su skirtumo x,- x, ženklu, o skaičiaus y 
ženklas — su skirtumo y,- y, ženklu (7.3.3 pav. x>0 ir x; —x, >0 bei 


y>0 ir y,- y, >0). Vadinasi, (7.3.4) sistema turi vienintelį sprendinį 
(*2—*5 Ya — Ji). 


Taip įrodome, kad vektorius OA = (x; — X; V, — Y,) yra vienintelis 
spindulinis vektorius, kuris lygus pasirinktajam vektoriui G su pradžia taške 
M(x,; y.) ir pabaiga taške N(x,; y;). Skaičių pora (x5— X į VY» — Yį) 
vadinama vektoriaus 4 koordinatėmis ir rašoma 4 = (x; — Xį; Y> - Yi). 

Panašiai galima nagrinėti bet kurį tiesės bei erdvės vektorių. Jei G yra 
tiesės vektorius, kurio pradžia M(x,), o pabaiga N(x;) (7.3.1 a) pav.), tai 
jo koordinatė yra skaičius x;—x,. Erdvės atvejų (7.3.1 c) pav.) 
a=(x3- 15 Y2— V 22 i). 

Taigi kiekvieną vektorių — kryptinę atkarpą — galima apibūdinti kuriuo 
nors skaičiumi (tiesėje), skaičių pora (plokštumoje) arba skaičių trejetu 
(erdvėje). Derėtų atkreipti dėmesį į tai, kad ta sąsaja nėra abipus 
vienareikšmė. Pavyzdžiui, plokštumos vektorių 4 atitinka vienintelė skaičių 
pora, sakykime, (aj; a;). Tuo tarpu skaičių porą (aj; a;) atitinka ir 
vektorius 4, ir kiekvienas jam lygus vektorius. Tik tarp spindulinių vektorių 
ir skaičių porų (x; y) yra abipus vienareikšmė atitiktis. 

Algebroje n-mačiu vektoriumi vadinamas sutvarkytas realiųjų skaičių 

rinkinys (aj; A93...; Ap). 

Žymėdami n-matį vektorių raide, pavyzdžiui, a, toliau rodyklės virš 
jos nebedėsime, o rašysime tiesiog a= (aj; a5;...; a,). Skaičiai, 
sudarantys m-matį vektorių vadinami jo  komponentėmis arba 
koordinatėmis. 

Vektoriaus komponentės tam tikrais sumetimais kartais rašomos ne 
eilute, o stulpeliu, pavyzdžiui, 
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-5 1 
0 0 0 
a= „b= ol“ „| 4=||) 
S 2 0 


Tokie stulpeliai taip pat vadinami n-mačiais vektoriais arba tiesiog 

vektoriais. Pateiktame pavyzdyje a yra trimatis, b ir c — keturmačiai, o d 

— dvimatis vektorius. Jeigu reikia pakeisti eilutę stulpeliu arba atvirkščiai, 

vektorius transponuojamas. Tada prie vektorių žyminčios raidės arba prie 

paties vektoriaus rašomas indeksas “T? (iš dešinės viršuje). Pavyzdžiui, 
transponavus vektorius 

4 0 
a=(5; Ti B- 0). »=[ 2) c=|0|, 
0 


gaunami tokie vektoriai: 


5 
š; 4 
aT =(5; 7; 8; 07 = 8 „bT = 3 =(4, —3), c7 =(0; 0; 0). 


0 
Vienetiniais vektoriais vadinami n -mačiai vektoriai 
1 0 0 
0 1 0 
e!=|O,e2=|0l.., er =|: 
š : 0 
0 0 1 


bei transponuoti vektoriai 

(15 EE 4. E, 1 0 S T Ak. GR 

Vektorius, kurio visos koordinatės yra nuliai, vadinamas nuliniu 
vektoriumi. 
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Iš vektoriaus algebrinio apibūdinimo matyti, jog 
| n-matis vektorius yra 1Xn arba nX1 matmenų matrica. 

Tiesiniai veiksmai (daugyba iš skaičiaus, sudėtis bei atimtis) su n- 
mačiais vektoriais apibrėžiami taip pat, kaip ir su matricomis. Pavyzdžiui, 
padauginę vektorių a = (0; 1; —5) iš 4, gauname vektorių b: 

b=4-a=4-(0; 1; —5)=(4-0; 4-1; 4-(-5)) =(0; 4; — 20), 

o sudėję vektorius c =(2; 3; 0; —3) ir d=(-2; —2; 1; 4),- vektorių A: 
h=c+d=(2;, 3, 0, -3)+(-2; -2; 1; 4)= 

=(2+(-2); 3+(-2); 0+1; -3+4)=(0; 1; 1; 0). 

Kai vektoriai parašyti stulpeliais, tai, aišku, ir tiesinių veiksmų rezultatai 
rašomi stulpeliais. Tegu 


| 0 -2 
a=| UlLPS|1|,€=! -1 
-1 1 0 
Tada 
1 0 -2 
2a+3b-c=(2a+3b)-c=(2-| 0|+3-|1|)-| -1|= 
-1 1 0 
2 -2 4 
=|3|-| -1|=|4]. 
1 0 1 


Ekonomistui pravartu žinoti, jog vektoriais, kaip ir kitomis 
matricomis, galima glaustai ir tvarkingai užrašyti įvairią informaciją apie 
ūkinę veiklą: pajamas, pelną, išlaidas, resursų sąnaudas, kainas ir pan. 
Pailiustruosime tai pavyzdžiu. 

7.3.1 pavyzdys. Sakykime, kad baldų gamybos firma, turinti tris 
įmones, gamina virtuvės baldus, svetainės komplektus ir knygų spintas. 
Kiekviena įmonė dirba savarankiškai. Po tam tikro laiko apskaičiavus darbo 
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rezultatus, paaiškėjo, kad pirmosios įmonės pajamos už virtuvės baldus 
buvo 20 tūkst. Lt, už svetainės komplektus 30 tūkst. Lt, o už knygų spintas 8 
tūkst. Lt. Tuo tarpu išlaidos medžiagoms bei darbo užmokesčiui pagal 
atskiras produkcijos rūšis buvo atitinkamai 16 tūkst. Lt, 24 tūkst. Lt ir 6 
tūkst. Lt. Antrosios įmonės darbo rezultatai tokie: 29 tūkst. Lt pajamų už 
virtuvės baldus, 38 tūkst. Lt už svetainės komplektus ir 11 tūkst. Lt už 
knygų spintas. Šios įmonės išlaidos buvo atitinkamai 25 tūkst. Lt, 32 tūkst. 
Lt ir 7 tūkst. Lt. Trečiosios įmonės pajamos bei išlaidos buvo: 42 tūkst. Lt ir 
37 tūkst. Lt gaminant virtuvės baldus, 23 tūkst. Lt ir 19 tūkst. Lt gaminant 
svetainės komplektus, 17 tūkst. Lt ir 12 tūkst. Lt gaminant knygų spintas. 

Žinoma, firmos įmonių veiklos rezultatus galima pateikti glausčiau, 
pavyzdžiui, 7.3.1 lentele. 


7.3.1 lentelė 











Pajamos Išlaidos Pajamos Išlaidos Pajamos Išlaidos 
(tūkst. Lt) | (tūkst. Lt) | (tūkst. Lt) | (tūksi. Lt) | (tūkst. Lt) | (tūkst. Lt) 
Virtuvės 20 16 29 25 42 37 
baldai 
Svetainės 30 24 38 32 23 19 
komplektai 
Knygų 11 7 17 12 
spintos 


Pagal šią lentelę galima sudaryti firmos pajamų bei išlaidų matricas, 








atitinkamai P ir S: 


20 29 42 16 25 37 
P=|30 38 23|, S=| 4 32 19|. 
š 11 17 6 712 


Jų skirtumas P- S yra firmos įmonių pelno matrica T: 
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20 29 42 16 25 37 445 
T=P-S=|30 38 23|-|24 32 19|=|6 6 4|. 
5 Il 17 6 712 245 


Matricos 
20 16 29 25 42 37 
H,=|30 24|, H, =| 38 32|, H, =| 23 19 
8 6 11 7 17 12 


apibūdina atitinkamai pirmos, antros ir trečios įmonių darbo rezultatus — 
pajamas bei išlaidas pagal atskiras produkcijos rūšis. Jų sumos 
91 8 
H+H,+H,=| 91 75 
36 25 
pirmąjį stulpelį sudaro firmos pajamos pagal atskiras produkcijos rūšis, o 
antrąjį — išlaidos. 
Atskirų įmonių veiklos rezultatus galima apibūdinti vektoriais. 


Pavyzdžiui, 
20 29 42 
p'=|30|, p?=|38|, p>=| 23 
8 11 17 
yra įmonių pajamų vektoriai, 0 
16 25 37 
s'=|24|, s?=|32|, s3=| 19 
6 Vj 12 


išlaidų vektoriai. Šie vektoriai yra firmos pajamų bei išlaidų matricų P ir 
S „taip pat matricų H,, H, ir H, atitinkami stulpeliai. 

Kai norima palyginti firmos įmones pagal jų rezultatus atskirų rūšių 
baldų gamyboje, galima nagrinėti pajamų vektorius 

a'=(2; 29: 42), a2 = (30; 38; 23), a3 =(8; 11; 17), 
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išlaidų vektorius 
bl =(16; 25; 37), b2=(24; 32; 19), b3=(6; 7; 12) 
bei pelno vektorius 
c!=al-bl=(4; 4; 5), c2 =a2-b2 =(6; 6; 4), 
c3=a3-b3 =(2; 4; 5). 


Visi šie vektoriai yra atitinkamai matricų P, S ir T = P- S eilutės. 
7.4. VEKTORIŲ TIESINIS PRIKLAUSOMUMAS 


Tarkime, a!,a2,...,a" yra m-mačiai vektoriai, o A, A5,...,A, o — 
realieji skaičiai. Iš jų sudarytas vektorius b= Ą -a!+4,-a2+..44,-a" 
vadinamas tiesiniu dariniu, o Ą, A;,...,A, — Šio darinio koeficientais. 


Pavyzdžiui, vektorių 


1 3 -2 (0) 
ais|2lLaž=| DlLa=| 1|,„a*=|0 
0 -1 3 1 


tiesinis darinys su koeficientais 2, 3, 4, -2 yra vektorius 
b=2a!+3a2+4a3+(-2)a*: 


1 k = A 0 3 
b=2-|2|+3| 0|+4-| 1|+(-2)-|0|=|8|. 
0 1 3 l 7 


Čia pat pastebime, kad bet kurią tiesinių lygčių sistemą 
a X +ApX3 + aj X, > bp, 
Aj Arta X+..+05 X, = bp, (141) 


Amx +4 X +-.. +amnčų = 0, 


galima parašyti vektorine lygtimi 
x ax, -a2+...+ x, an =b. (7.42) 
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Tereikia sistemos koeficientų matricos 


Ai Ap ip 
| i Bike Šių 
Ar 42 . Lin 


stulpelius pažymėti atitinkamai a!, a?,..., a", o iš laisvųjų narių Žį, b,,..., b,, 


sudaryti vektorių stulpelį 5. Tada lengva matyti, jog (7.4.1) sistemos 
kairioji pusė yra vektorių 


Gi dip Ap 

aj; 445 d5p 
a'=| | „al =| |, at =z| | 

Ani 42 Ann 


tiesinis darinys su koeficientais x,, X;,...,x„. Sulyginus kairiąją pusę su 
dešiniąja, gaunama (7.4.2) lygtis. 

Aišku, kad bet kurių 72-mačių vektorių a!, a2,..., a" tiesinis darinys 
su lygiais nuliui koeficientais yra nulinis vektorius, t.y. 

0-a!/+0-a2+...+0-a7 =0. 
Bet kartais galima taip parinkti koeficientus 4, 4;,...,A, — ne visus lygius 
nuliui, kad tiesinis darinys Apa!+ A5a?+...+4,a" būtų nulinis vektorius. 
Tada sakoma, jog vektorių sistema a!, a2,..., a" yra tiesiškai priklausoma. 


Išnagrinėkime tokį pavyzdį. Pasirinkime trimačius vektorius 


2 -2 0 Ž 
a =|—-llLaž=| 3LL4*s| 1l|,41=| =9 (7.43) 
0 | -2 1 


ir sudarykime tiesinį darinį 
b= Ąal+A5a? + A5a3 + Aja? 
su A, =2, 4, =3, 44=2, Ą,=1. Gausime 
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2 -2 0 2 (0 
b=2-|-1|+3| 3|+2- 1|/+1-|-9|=|0|=0. 
0 1 — 2 1 0 


Taigi vektorių a!, a?, a3, a* tiesinis darinys 2a!4+3a24+2a3+a4 yra 
nulinis vektorius. Todėl pagal apibrėžimą galima sakyti, jog pasirinktoji 
sistema (7.4.3) yra tiesiškai priklausoma. 

Kai lygybė Apa!+ A,a?+...4A,a" =0 teisinga tik su lygiais nuliui 
koeficientais, t.y. su A, = 4; =...= 4, =0, sakoma, jog vektorių sistema 
a!, a2,..., a" yra tiesiškai nepriklausoma. 


Jeigu norima nustatyti, ar vektorių sistema 


G; ap An 

a a a 
21 22 2n 

al = „ao. bea dk S| 
An 4m2 Ann 


tiesiškai priklausoma, reikia spręsti vektorinę lygtį 
AĄa!+ Aa2+..+4,a" = 0 (7.4.4) 
su nežinomaisiais Ą,, 45,..., A, 
Vietoj vektorinės lygties (7.4.4) galima spręsti tiesinių lygčių sistemą 
ūj-Ą + 45-45 +. a, 4, =0, 
a) :Ą + 035 -A,+..+a,, A, =0, (145) 


Am A tam A +. a 4, = 0. 
Žinoma, ši sistema turi nulinį sprendinį 4 = (0; 0;...; 0), tačiau jis gali būti 
ir nevienintelis sistemos sprendinys. 
7.4.1 pavyzdys. Ištirkime vektorių sistemos 
1 3 0 
a =|2| a s|l|Le=|Š 
3 1 7 
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tiesinį priklausomumą. 
Sprendimas. Turime ištirti, su kokiais koeficientais tiesinis darinys 
Aja! + Aa? + Ąža3 yra nulinis vektorius. Todėl sprendžiame vektorinę lygtį 


Aa! + Aa? + a3 =0. (7.4.6) 
Pakeitę ją tiesinių lygčių sistema 
A +30, =0, 
24 + 4, +54,=0, 
34 + 4 +74=0, 


taikome Gauso ir Žordano metodą: 


tH-4L ii, ži 


A + 34, =0, 
— 54, + 54, =0, 
— 84, + 74, =0; 
3 8 1 
4) zh th. zh th zh 
A + 34, =0, 
-Ą + A-0, 
= 2 = 
3) 3 +] [+], Iš 
Ą =0, 


4, =0. 
Iš čia gauname, kad (7.4.6) lygtis turi vienintelį sprendinį 
A=(0; 0; 0). Todėl vektorių a!, a2, a3 sistema yra tiesiškai 


nepriklausoma. 


182 Taikomoji matematika 


7.4.2 pavyzdys. Nustatykime, ar tiesiškai priklausoma vektorių 
sistema 
1 1 1 
a =Ll|,až=*|B|„6*=|1|„6*=| L]. 
0 1 1 1 
Sprendimas. Sprendžiame vektorinę lygtį 
Aja! + A,a? + A5a3 + Aga? =0. (7.4.7) 
Ją pakeičiame tiesinių lygčių sistema 
A + 4 +4,=0, 
A, + 4 +4,=0, 
A + 4 +4,=0 
ir taikome Gauso ir Žordano metodą: 
I) -L+L, 
Ą + 4 +4, =0, 
- 4 + 4 =0, 
4, + 4 +4,=0,; 
2) L+l, Ip +1š 
A, + 4 +4-0, 
-4+ A =0, 
24, +4,=0; 
3) - L+2],, L, - 2, 
24, +A,=0, 
245 +4, =0, 
244 +A,=0. 


o 


Pažymėkime A, =+. Tada A, =-Ž, 4 =- 


lygtis turi be galo daug sprendinių: 4 = (- 
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Pasirinkę /=-2, gausime sprendinį (1; 1; 1; —2). Vadinasi, nulinis 
sprendinys (0; 0; O; 0) nėra vienintelis, todėl pasirinktoji keturių trimačių 
vektorių sistema a!, a2, a3, a* yra tiesiškai priklausoma. 

Be įrodymo pateiksime tokią vektorių savybę: 

jeigu n > m, tai m-mačių vektorių sistema 


G 45 Op 
a a a 
21 22 2n 
a'=| < „až=| ats). (7.4.8) 
Ani 42 Ann 


yra tiesiškai priklausoma. 
Atkreipsime dėmesį į tai, kad nei sąlygos n = m, nei sąlygos n < m 
nepakanka, kad sistema a!,a2,..,a" būtų tiesiškai nepriklausoma. 


Pavyzdžiui, trijų trimačių vektorių sistema 


1 0 1 
a; =|0|,až=|1| „e =|1 
1 0 1 


yra tiesiškai priklausoma. Pasirinkę A =3, A, =3, A, =-3, gauname 


tiesinį darinį, lygų nuliniam vektoriui: 


1 0 1 0 
3a! +3a2 —3a3 =3-|0|+3-|1|-3-|1|=|0|. 
1 0 | 0 
1 -2 
Dviejų trimačių vektorių a! =| 2| ir a2=| -4 | sistema taip pat tiesiškai 
—2 4 


priklausoma, nes jų tiesinis darinys 4a! + 242 yra nulinis vektorius. 
Vadinasi, tiriant 71-mačių vektorių a!,a2,...,a" sistemos tiesinį 
priklausomumą pirmiausia reikia palyginti skaičius m ir n. Jeigu n > m, tai 


vektorių sistema pagal (7.4.8) tiesiškai priklausoma. Tuo tarpu kitais 
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atvejais (1=m arba n< m) būtinas papildomas tyrimas. Paprasčiausias 
būdas, žinoma, išspręsti lygtį 4a'+ A5a?+...+A,a" =0. 

Kai m-mačių vektorių al, a2,..,ar sistema yra tiesiškai 
nepriklausoma, kiekvienas tiesinis darinys Apa'+ A,a?+...+4,a" su bent 
vienu nelygiu nuliui koeficientu yra kuris nors nenulinis 72-matis vektorius 
b,t.y. 

Aa'+ Aa? +..AA a" =b. 

Tada galima sakyti, kad zm-matis vektorius b yra išreikštas vektorių 
a!, a2,..., a" tiesiniu dariniu arba tiesiog vektoriais a!, a2,..., a". 

Dabar problemą apgręžkime ir pabandykime aiškintis, ar kiekvieną 
m-matį vektorių b galima išreikšti 7>-mačiais vektoriais a!, a2,..., a", kai 
jie sudaro tiesiškai nepriklausomą sistemą. Pradėkime nuo pavyzdžių. 


7.4.3 pavyzdys. Vektorių sistema 


1 3 0 
dl =|2|,42=|1|, až=| 5 
2 1 7 


yra tiesiškai nepriklausoma (žr. 7.4.1 pvz.). Nustatykime, ar kiekvieną 
trimatį vektorių b galima išreikšti šios sistemos vektoriais. 

Tegu vektoriaus b komponentės b;, b; ir b, bet kurie realieji 
skaičiai. Sudarykime ir išspręskime vektorinę lygti Aa'+ Aa? +... 
g? = bi 

1 3 0 b, 


A-|2|+4,-|1|+4-|5|=| 6, 
3 1 7) (bp 


7. Matricos ir vektoriai 185 


Aišku, ją galima pakeisti ekvivalenčia tiesinių lygčių sistema 


A + 3, =b, 
24 + A + 54=b,, 
32 + 4 1 M=b. 


Šią sistemą spręskime Gauso ir Žordano metodu: 
1) =2 + 15, 34 +) 
„A + 3 = bp 
— 54, + 54, =-25;+b;, 
— 84, + 74, = >3b+bų 
3 8 1 
2)zh+th zL-L rb 
A, + 34, = —-0,2h, + 0,6b,, 
— A, + 4, =-04b,+ 0,2b,, 
4, =-0,2h + 1,6b, - b;; 
3) -3L+], - L+]h 
A, = 04b, - 4,2b, + 3b,, 
- 4, =-0,256, -14b, + b,, 
4) =—-0,2h +1,6b, - bą. 
Su kiekvienu parametrų b;, b; ir b; rinkiniu gauname vienintelį sprendinį 
(Ai Ai Ap): A, = 0,46, - 4,2b, + 3b;, 4, = 0,26, +14b, -b;, 
4, = -0,2b, + 1,66, - bą. 
Taigi kiekvieną trimatį vektorių b galima išreikšti vektoriais a!, a2 ir 
a3. Formulė tokia: 
b=Ą-a!'+ Aa? +45-a3 


arba 
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b, 1 3 0 
b, |=Ą-|[2|+4-|1|+4-[5 
b 3 1 7 


"A, =046, -4,2b, +3b,, A, = 0,26, + 146, -b,, A, = 0,26, + L6b, — bą. 


Parašykime, pavyzdžiui, vektorių 


1 2 0 0 


išraiškas vektoriais a!, a2 ir a3: 


5 1 3 0 
gė > ks Milko >) 
| 7 


o 


3 0 
=-12-|2|+4-|1|+5-[5 |; 
1 7 


(Si 


1 7 


0 
=0-|2|+0-|1|+0|5|. 
7 


o 


——————11 £————. £————> 
O o — 


3 0 
=04-|2|+0,2-[1|-0,2-[5 |; 


o 
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7.4.3 pavyzdys. Ištirkime, ar kiekvieną trimatį vektorių b galima 
išreikšti vektoriais 


1 0 
a'=|Ol|ira2=| 1 
1 0 


Sprendimas. Pirmiausia patikrinkime, ar vektoriai a! ir a? sudaro 
tiesiškai: nepriklausomą sistemą. Tuo tikslu  išspręskime lygtį 


A a!+ Aa? =0: 


1 0 0 
Ą-|0|+4,-|1|=|[0|. 
1 0 0 
Vietoj jos sprendžiame tiesinių lygčių sistemą 
A, =0, 
As SU 
A, =(), 


Aišku, ji turi vienintelį — nulinį sprendinį 4 = (0; 0). Taigi vektoriai a! ir 
a? tiesiškai nepriklausomi. 
Toliau sprendžiame lygtį A,a!+45a2 = b: 


1 0) (6, 
4-|0|+4,-|1|=>| 5; Į; 
1 0) (6, 


čia b,, b, ir b; — vektoriaus b koordinatės, kurias laikome parametrais. 
Aišku, pakanka išspręsti tiesinių lygčių sistemą 
Ą =b, 
A, =b,, 
A = ba. 
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Lengva pastebėti, kad ši sistema turi vienintelį sprendinį (4 = (h,; b,)), kai 
b, = b,. Tuo tarpu, kai b, = b;, jos sprendinių aibė tuščia. 

Tuo būdu nustatėme, jog ne kiekvieną trimatį vektorių b galima 
išreikšti tiesiškai nepriklausomais vektoriais a! ir a2. 

Įrodysime svarbią vienetinių vektorių savybę: 

vienetiniai m-mačiai vektoriai 


1 0 0 
0 1 0 
e!=|0|,e2=|O|..,en =|: (7.4.9) 
: 0 
0 0 1 


sudaro tiesiškai nepriklausomą sistemą ir kiekvieną m-matį vektorių 

b=(bj; b;;..; b„)T galima išreikšti jų tiesiniu dariniu: 

b=b-e'+b,-e2+..+b,-e". 

Šio teiginio įrodymas gana paprastas. Norint ištirti tiesinį sistemos 
e!, e2,..., e" priklausomumą reikia nagrinėti vektorinę lygtį 

Ael+A,e2+.. AA, = 0, (7.4.10) 
kurią galima pakeisti lygčių sistema 


Kadangi ši sistema turi tik nulinį sprendinį A = (0; O;...; O), tai ir (7.4.10) 
lygybė teisinga vieninteliu atveju: 4, = 4, =...= A, = 0. Vadinasi, vienetinių 
vektorių sistema e!, e2,..., e" tiesiškai nepriklausoma. 


Vektorinė lygtis 


Ael+ Aeži. AA, =b 
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turi vienintelį sprendinį 4 = (b,; b,;...; b,„), nes ją atitinkanti tiesinių lygčių 


sistema 


turi vienintelį sprendinį 14 = (b;; bp;..; b,). 


Taigi 
b, 1 0 0 
b, 0 1 0 
=H>| „|Kby>) „|Patb,| jų 
„A 0 0 | 


arba 

b=b-e'+b,-e2+..+b,-e". 

Dar  suformuluosime ir šią (nesunkiai įrodomą) tiesiškai 
nepriklausomos vektorių sistemos savybę: 

jeigu  "m-mačių vektorių sistema al, a?,..,at yra tiesiškai 

nepriklausoma, tai bet kuris jos posistemis taip pat tiesiškai 

nepriklausomas. 

Toliau būtų galima gvildenti tokias problemas. Kiek y1-mačių 
vektorių sistemoje a!, a2,..., a" gali būti tiesiškai nepriklausomų? Koks turi 
būti mažiausias tiesiškai nepriklausomų 71-mačių vektorių b!, b2,..., bk 
kiekis, kad bet kurį kitą 77-matį vektorių būtų galima išreikšti šios sistemos 
vektorių tiesiniu dariniu? Pirmoji problema tiesiogiai susijusi su vektorių 
sistemos bei matricos rango sąvoka, o antroji — su 71-matės vektorių erdvės 
baze. Šioje knygoje susipažinsime tik su rangu. 
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7.5. RANGAS 


Matematikoje labai svarbi vektorių sistemos bei matricos rango 
sąvoka, nes ją naudojant galima glaustai suformuluoti įvairius teiginius. 
Apibrėžimas. Vektorių sistemos 


G 412 Ain 

a a a 
21 22 2n 

al = „=. bed 3 
L L] Ann 


2 


rangas (žym. r arba r(a',a“,...,a")) yra didžiausias tiesiškai 


nepriklausomų jos vektorių skaičius. Matricos 


Ai Lp Ann 


rangas (žym. r arba r(A)) yra jos stulpelių (vektorių) sistemos 
rangas r(a', a*,..., a"). 

Kokias reikšmes gali įgyti rangas 77 Aišku, kad r(a!, a2,..., a") <n. 
Pagal (7.4.8) savybę gauname r(a!, a?,..., a") < m. Taigi rangas r negali 
r(a!, a?,.., a") < min (m; n). L žeuli 
Tokia pat išvada galioja ir m x n matmenų matricai A: r(A) < min (m; n). 

Kaip apskaičiuoti vektorių sistemos a!,a2,...,a" bei matricos 
A=(a!, a2,..,„a") rangą? Galima daryti taip: rasti k= min(m; nį — 
mažesnįjį iš skaičių m, nm ir tirti posistemių po k vektorių, sakykime, a', 
a*,..., a tiesinį priklausomumą. Radus tiesiškai nepriklausomą posistemį, 


daroma išvada, jog r(a“ až... a")= k. Priešingu atveju 
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r(a!, a*,...,a")<k. Toliau reikia nuosekliai nagrinėti mažesnių (turinčių 

mažiau vektorių) posistemių tiesinį priklausomumą, kol randamas tiesiškai 

nepriklausomas posistemis. Jo vektorių skaičius ir yra ieškomasis rangas. 
7.5.1 pavyzdys. Apskaičiuokime vektorių sistemos 


1 2 -2 
a'=|-2|,a2 = 1|,a3=| 3, 
3 -] 1 


rangą r(a!, a2, a3). 
Sprendimas. Turime trijų trimačių vektorių sistemą, todėl pagal 
(7.5.1) rangas r ne didesnis už 3. Norėdami patikrinti, ar r =3, turime 


spręsti vektorinę lygtį 
Aal+45a? + Ma3 =0. (7.5.2) 
Ją atitinka tiesinių lygčių sistema 
A + 24, - 24=0, 
-24 + A + 34,-0, (7.5.3) 
3 - Ą + Ą=0 


Šią sistemą spręskime Gauso ir Žordano metodu: 
1) 24+], -3+ 5 
A + 24 - 24,=0, 
54 - Ą-0, 
— 74 + 74,=0; 


1 
2) - 36 ir L, sukeiskime su L, 


A + 24, - 2-0, 
4; iš 4 =0, 
SA - Ą-0, 
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A MAS 


A, =0, 
T 
44, =0; 

4) ŽL+L, IL 


Taigi A= (0; 0; 0) yra vienintelis (7.5.3) sistemos, taip pat ir (7.5.2) 
lygties sprendinys. Tai reiškia, jog vektorių sistema a!, a2, a3 yra tiesiškai 
nepriklausoma, todėl r=r(a!, a2, a3)=3. 


7.5.2 pavyzdys. Apskaičiuokime matricos 


L AR1 22 
A=|0-12 13 
2 46-30 


rangą. 
Sprendimas. Turime 3x5 matmenų matricą, todėl (pagal (7.5.1)) 
r(A)<3. Norint patikrinti, ar r(A)=3, reikia tirti trimačių vektorių — 


matricos A stulpelių — sistemos 


1 3 1 2 2 
a!=|0|,až=|-1|,a3=[2|,a*=| 1|,a3=|3 
2 4 6 -3 0 


posistemių po 3 vektorius tiesinį priklausomumą. Jeigu tarp jų būtų bent 
vienas tiesiškai nepriklausomas, tai 7(A)=3. Priešingu atveju (kai visi 
posistemiai po tris vektorius tiesiškai priklausomi) pagal rango apibrėžimą 
išplauktų išvada, jog 7(A) < 2. 


Pasirinkime vektorius a!, a2 ir a3 1r spręskime lygtį 
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A al+A5a? + Aa3 =0, (7.54) 
kuri ekvivalenti tiesinių lygčių sistemai 
A + 34, + 4Ą,=0, 
- A+ 2-0, 
2AĄ + 44, + 64, =0. 
Spręsdami Gauso ir Žordano metodu, ją pertvarkykime taip: 
1) -2+; 
A + 3, + 4-0, 


— A + 24,=0, 
— 24, + 44, =0,; 

2) 3L,+L,, —2Lz+L, 
A, + 74, =0, 
— A, + 24, =0, 
0=0. 


Trečioji lygtis yra tapatybė, ją pašaliname iš sistemos. Gauname 

ekvivalenčią tiesinių lygčių sistemą 
Ą, + 744 =0, 

| — AĄ + 24=0, 
turinčią be galo daug sprendinių: (—744, 244, 44), A, e R. Taigi nulinis 
sprendinys (0; 0; 0) nėra vienintelis (7.5.4) lygties sprendinys, todėl 
sistema a!, a?, a3 yra tiesiškai priklausoma. 

Pasirinkime kitą trijų matricos A stulpelių posistemį — a!, a2, a* ir 
nagrinėkime lygties 

A al+A,a? +4ja* =0 (75,5) 


sprendinius. Spręskime jai ekvivalenčią tiesinių lygčių sistemą 
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A, +34, + 24, =0, 
- 41 Ą-0, 
2Ą, + 44, - 344, =0 
Gauso ir Žordano metodu: 
1) -2L+L, 
A +34 + 24, =0, 
— 4+ Ą=0, 
— 24, - 74, =0; 
2) 3L,+L,, -2L+L, 
4 + 540, 
-ĄA+ 4-0, 
— 94, = 0; 


3) ŠLikL, Liko -3 


4 =0, 
0, 


Gauname vienintelį šios sistemos, o kartu ir (7.5.5) lygties sprendinį 
(0; 0; 0). Taigi matricos A stulpeliai a!, a? ir a4 tiesiškai 
nepriklausomi, todėl r(A)=3. 
Vartojant rango sąvoką galima gana glaustai apibūdinti bet kurios 
tiesinių lygčių sistemos išsprendžiamumą. 
Tegu turime m tiesinių lygčių su 7 nežinomųjų sistemą 
aj Xr+ A5X5+-..+ 0 X, = bp, 
Aj Xi+ 435X2+...+ 05 „X, = bp, (156) 


TTT 
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Sudarykime jos koeficientų matricą A ir išplėstinę matricą A=(A,b): 


Ai 012 > Ain Aj Ap App 
a,, a a — 1a3, a a. b 
21 222 2n 21 059 2n Dp 
A= ; A= 
An 42 nė Ann Am 42 | b. 


Pagal matricų A ir A rangus galima nustatyti, ar tiesinių lygčių 
sistema (7.5.6) turi sprendinių. Tai įrodė Kronekeris ir Kapelis (L.Kronecker 
— vokiečių matematikas, 1823 — 1891; A.Capelli — italų matematikas, 
1855 — 1910). 

Kronekerio ir Kapelio teorema. Tiesinių lygčių sistema (7.5.6) turi 

bent vieną sprendinį tada ir tik tada, kai išplėstinės matricos 

A=(A,b) rangas r(A) lygus sistemos matricos A rangui r(A), t.y. 

r(A)=r(A). 

Teoremos įrodymo šioje knygoje nepateiksime. 

Atkreipsime skaitytojo dėmesį į tai, kad skaičiuojant matricų A ir 
A=(4A,b) rangus tenka surasti dviejų vektorinių lygčių, 

Aa! +A5a* +...+4,a" =0 (7.5.7) 


Aa! +A5a* +...+ Aa" +A 


„)D=0, (7.5.8) 

sprendinių aibes. Taigi iš pirmo žvilgsnio darbo apimtis netgi didesnė negu 
tiesiogiai sprendžiant tiriamąją tiesinių lygčių sistemą Ax=b. Žinoma, 
rangų (A) ir r(A) skaičiavimą galima supaprastinti, pastebėjus, jog 
(7.5.7) lygtis gaunama iš (7.5.8) lygties, kai A,,=0. Todėl pakanka 


išspręsti (7.5.8) lygtį ir, pasirinkus A,,, =0, padaryti atitinkamą išvadą apie 
(7.5.7) lygties sprendinių aibę. Vadinasi, praktinių skaičiavimų požiūriu 
Kronekerio ir Kapelio teoremos taikymas lygčių sistemos Ax =b sprendinių 
egzistavimui tirti yra ekvivalentus pačios sistemos išsprendimui. 
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7. 6. VEKTORIŲ SKALIARINĖ DAUGYBA 


Pradėkime nuo apibrėžimo. 

Dviejų n-mačių vektorių a = (aj; a5;..; a) ir b= (bp bp: L; b,) 

skaliarinė sandauga (žymima (a, b)) yra skaičius 

a,b;+a;5b;+...+a,b,„, t.y. 

(a, b)=a, -b+a3 -b5+...+0, bp. (7.6.1) 
Kai vektorių a ir b koordinatės parašytos stulpeliais, jų skaliarinės 
sandaugos formulė tokia pat. Aišku, kad skaliariškai dauginami tik 
vienarūšiai (lygiamačiai) vektoriai. 

Skaičius la, a) vadinamas vektoriaus 4 moduliu ir žymimas |a |. 
Taigi 

|la|= la, a)=|až+a2+...+a7 š (7.6.2) 
Šia formule apibrėžtas vienmačio (1 = 1), dvimačio (m= 2) bei trimačio 
(n=3) vektoriaus modulis sutampa su tiesės, plokštumos ir erdvės 
vektoriaus moduliu (žr. (7.3.1) - (7.3.3) formules). 

Taikant skaliarinę vektorių sandaugą galima rasti kampą tarp bet kurių 
nenulinių plokštumos ar erdvės vektorių. 

Kampu tarp nenulinių vektorių a ir b vadinamas kampas p tarp 


Jiems lygių spindulinių vektorių. 





7.6.1 pav. 
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Tarkime, a =(a,; a5) ir b=(h,; b;) yra nenuliniai plokštumos vektoriai 


(7.6.1 pav.). Nubrėžkime jiems lygius spindulinius vektorius OA ir OB. 
Tada taško A koordinatės yra (a,; a;), o B koordinatės — (bj; b,). 
Nubrėžkime atkarpą AB ir nagrinėkime trikampį OAB. Kampą AOB 
pažymėkime (p. Pagal apibrėžimą g yra kampas tarp vektorių a ir b. 

Skaičiuodami atkarpos AB ilgio kvadratą pagal atstumo tarp dviejų 
taškų formulę, gausime 

AB? =(bh -a,)? +(b; -a;)? = (a; +a5)+(b? +62)- 

- ab +a,b,)=|a[ +|b[ -2-(a, D). (7.63) 
Pagal kosinusų teoremą 

AB2= 0A2+0B2 -2-0A-OB-cosp=|a| +|b| - 

-2-|a|-|b|-cos9. (7.6.4) 


Sugretinę (7.6.3) ir (7.6.4) išraiškas, gauname tokią skaliarinės sandaugos 


formulę: | 
(a, b)=|a|-|b|-cos0. (7.6.5) 
Iš čia 
(a, b) 


00 = TTT (7.6.6) 


Dabar nesunku apskaičiuoti ir kampą 9. 

Analogiškai nagrinėjant nenulinius erdvės vektorius a = (aj; a;5; bp) 
ir b=(b,; b,; b;) gaunamos tos pačios skaliarinės sandaugos bei kampo g 
kosinuso formulės (7.6.5) ir (7.6.6). 

Iš tų formulių lengva nustatyti, jog nenuliniai plokštumos ar erdvės 
vektoriai a ir b yra tarpusavyje ortogonalūs (statmeni) tada 1r tik tada, kai 
jų skaliarinė sandauga (a, b) lygi nuliui. Taigi 

(a, b) = O yra plokštumos bei erdvės nenulinių vektorių ortogonalumo 


(statmenumo) sąlyga. 
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Sekant šia plokštumos bei erdvės ortogonalių vektorių savybe bet 
kurie du nenuliniai  m-mačiai vektoriai a = (aj, a5;...5 a,) Ir 
b=(b; b,;...; b,) vadinami ortogonaliais, jeigu jų skaliarinė sandauga 
(a, b) lygi nuliui. 

Taikant skaliarinę sandaugą galima gana glaustai užrašyti tiesinių 
lygčių sistemą 

A žį+04,5X>+--.+0, „X, = bp, 
a, X +055X3+...+05 X, = b, 
2121 22“*2 2n“n 2 (1.6.7) 


Amtamo Ay TAX, = Dp 
Jeigu x = (xj; X;;...; X,) yra nežinomųjų vektorius, a, = (aj1; G453.-45 A15) 
— pirmos lygties koeficientų vektorius, a; = (5; 4555...; 45,) — antros 
lygties koeficientų vektorius ir t.t., tai pirmoji sistemos lygtis yra (a, „X) =b,, 


antroji - (a5, x) = b; ir t.t., o pati sistema tokia: 
J 2 2 P 


Žinoma, (7.6.7) sistemą galima užrašyti dar glausčiau: 

(a, x)= b.,i=1, 2,..., m. 

Kadangi galimos įvairios vektorių ekonominės interpretacijos, tai ir 
skaliarinę sandaugą galima taikyti įvairiuose matematinės ekonomikos 
uždaviniuose. 

Tegu, pavyzdžiui, vektoriaus p=(p,; p5;...; p„) komponentės yra 
parduodamų prekių  Gį, G5,..., G 


„ kainos, O  x= (Aji X23-.-3 X,) 


komponentės — planuojami parduoti jų kiekiai. Kitaip tariant, p yra prekių 
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kainų vektorius, 0 x — jų pardavimo planas. Tada šių vektorių skaliarinė 
sandauga ( P, x) yra pajamos P(x), atitinkančios planą x: 

P(x)= pix + PxX> +++ D, X, = (p, x). 

Tarus, kad p=(p,; p>;...; p,) — perkamų prekių kainų vektorius, o 
X = (Xri X55-.-5, X,) — Jų pirkimo planas, skaliarinė sandauga ( P. x) būtų 
pirkimo išlaidos S(x): 


S(x)= Px, + P X) +--+ Dp X, = (p. x). 
7.7. MATRICŲ DAUGYBA 


Tarkime, A= (a;) yra mxk,o B=(b;) - kX n matmenų matrica: 


61 012 Gp bi ba «+ bn 

į ij Ai bai by... Dp, 
A „2= 

Ši Argo o ni bu byp <. brų 


Tada mxn matmenų matrica C=(c;), kurios elementai skaičiuojami 


pagal formulę 
Ci; = Aj by į + ap Dp Ft Ag by 
(i=1, 2,4, M j=>L, 2,..., hi) (7.7.1) 


vadinama matricų A ir B sandauga. Rašoma C = A- B. 
Matome, kad sandaugos A-B elementai Cj yra atitinkamų matricos 


A eilučių ir matricos B stulpelių skaliarinės sandaugos. 
Matricos A eilutes pažymėkite a;, B stulpelius — bj; i=1, 2.., m, 
I= L Anas Aš 
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a, = (Gj15 4153--5 Ak), 
a; = (0513 4553--.5 App), 


Ap = (Ais Apps Lik 1 


bį b5 bi, 
kie b bis b,; Bi = b, 
by bp br 


Tada matricų A ir B sandaugą A-B galima taip užrašyti: 
G Gj2 - Aik bjį bp bi 
45, 452... Aj | b3, bpp .. bp 


ž (a7, b') (aT, b2) i 


(ar, b') (ar, b2) sa (ar, br) 


Iš matricų daugybos apibrėžimo matyti, jog sudauginti galima ne bet 


(7.72) 


kurias dvi matricas. Kad matricą A būtų galima padauginti iš matricos B, 
pora (A, B) turi būti suderinta. Tai reiškia, kad matricos B eilučių skaičius 
turi būti lygus matricos A stulpelių skaičiui. 

Matricų daugybą pailiustruosime keliais pavyzdžiais. 

7.7.1 pavyzdys. Sudauginkime matricas 


2 1 


A a ir B=|0 2 
Šią 5 118 , 
1 0 
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Matome, kad abi poros, (A, B) ir (B, A), yra suderintos. Todėl galima 


matricą A dauginti iš matricos B ir atvirkščiai - matricą B iš matricos A. 
Gausime tokias sandaugas: 


2137 
I 4-B=|9 E ) 0 
1 
9 4 
(I) 


3 
2 B-A=|0 
1 


Nm 


2351 0LB1 21123 
5-5+2-0+141 Ū1+3-34+150) 


N- 
— 
NR 
m — 
m O 
M iii 

|| 


3:2+1-0 3-1+1-2 3-3+1-1 6 5 
=|0-2+2-0 0-1+2-2 0-3+2-1|=|0 4 
1-2+0-0 1-1+0-2 1-3+0-1 2 1 

Šiame pavyzdyje A-B* B- A. 
7.7.2 pavyzdys. Sudauginkime (jei galima) matricas 


31b L 4. 1. 
A=|0 3 1, ir B=|1 0 1 0|. 
1 0 3 01 01 


Sugretinę abiejų matricų matmenis, matome, kad pora (B, A) 
nesuderinta. Todėl sandauga B-A negalima. Matricą A iš matricos B 
galima padauginti. Gausime 

210)/1 11 I 

A-B=|0 3 1į|1 0 1 0|= 


ILū3 0181 
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3-1+1-1+0-0 3-1+1-0+0-1 3-1+1-1+0-0 3-1+1-0+0-1 
=|[0-1+3-1+1-0 0-1+3-0+1-1 0-1+3-1+1-0 0-1+3-0+1-1|= 
1-:1+0-1+3-0 1-1+0-0+3-1 1-1+0-1+3-0 1-1+0-0+3-1 


4243 
=>|3 131] 
1414 
7.7.3 pavyzdys. Apskaičiuokime A-E ir E- A, kai 
Aj Ap 3 1 00 
A=|ū3 45 G5|, E=|0 1 Ol. 
Šu Ap Oi 001 


Aišku, kad abi sandaugos yra galimos. Pagal matricų daugybos taisyklę 


Gi Gp G3 100 Ai 2 03 
A-E=|ū Ga5 Ga5||0 1 O|=|ū3) 45 G35|= A, 
Aj, Ū3p  Ū33 0 0 I Az, G3p  Ū33 
1 0 0 |41 Gp 45 Gi Op 013 
E-A=|0 1 Ol|ady 45 05|=|43 A 35 |= A. 
0 0 1) Va Gp Gzš Aj 035  G33 


Šiame pavyzdyje gautus rezultatus galima apibendrinti: 
jeigu A yra bet kuri n-tos eilės kvadratinė matrica, o E —- n-tos 
eilės vienetinė matrica, tai 
A-E=E-A=A. (7.73) 
Pasinaudojus matricų daugyba, bet kurią tiesinių lygčių sistemą 
aj Arta A+... -a X, > bi, 
aj X +055X5+...+05,X, = bp, 014) 


Amara mX+--- + X, = bp 
galima užrašyti matricine lygtimi 
Ax=b. (7.7.5) 
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Šioje lygtyje 
81 412 Ap 
a;,, a a 
21 022 2n 
A= 
A m 


yra sistemos koeficientų matrica, o 


X; b, 

X b 
+= S ir b= ę 

x, A 


nežinomųjų bei laisvųjų narių vektoriai. 

Kita vertus kiekvieną tiesinių lygčių sistemą visiškai apibūdina jos 
koeficientų matrica ir laisvųjų narių vektorius. Pavyzdžiui, pasirinkus 3x5 
matmenų matricą 

1 2-3 40 

A=|0 2 1 -34 

3 0 0 17 


ir trimatį vektorių b = (4;2;-3)" , galima parašyti matricinę lygtį Ax=b: 


A 
1 2 =3 žr 4 
0 2 -3 4L||x5 |>| 2 
30 0 1 2 3 
Aš 


Apskaičiavus sandaugą Ax ir pasinaudojus matricų (vektorių) lygybės 
apibrėžimu, gaunama šią lygtį atitinkanti tiesinių lygčių sistema 
x, +2x, -3x, +4x, = 4, 
2x,+ x,- 35, +4x1, = 2, 
3x 23 Ip = 
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7.8. DETERMINANTAS 


Kiekvienai n-tosios eilės kvadratinei matricai A=(a;,) priskiriamas 


skaičius, kuris vadinamas jos determinantu ir žymimas 


arba |A|, det A, A. 

Bendrasis determinanto apibrėžimas yra gana sudėtingas, jam 
suformuluoti reikia papildomų sąvokų. Todėl čia pateiksime supaprastintą 
determinanto apibūdinimą, akcentuodami determinanto skaičiavimą ir 
nesigilindami į determinanto savybes. 

Tegu A=(a;) yra pirmos eilės kvadratinė matrica, t.y. turi vienintelį 
elementą a,, (šiuo atveju i=1 ir j= 1). Tada 

det A=ajį. (7.8.1) 


Kai A=(a;,) yra antros eilės kvadratinė matrica, t.y. 


+ 81 02 
dy 45 
jos determinantas skaičiuojamas pagal šią formulę: 


dj €p 


Aj 059 








Nesunku įsiminti ir trečios eilės kvadratinės matricos 
ži GM 95 

A=|03 45 05 
43 035 033 


determinanto formulę: 
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Gi 42 43 
detA=| G 455 53 |= 0j1052055 + 01305503, + A15051035 — 
Aj, 032 055 
— 013452043; — 0124510433 — 011055032. (7.8.3) 
Dabar suformuluosime bendresnę determinanto skaičiavimo taisyklę, 
kurioje vartojama matricos elemento adjunkto sąvoka. Šią pagalbinę sąvoką 
iš pradžių ir apibrėšime. 
Sakykime, A yra n -tos eilės kvadratinė matrica: 


Ai ji Uj Gijai Ap 
Ai Ai ji Či j Čili jai Ain 
A= di si) Gj j-į aj Gija "T Čin 
Gai Čiaijai Čialj Čialjai O Šialn 
Ani 4, j-1 Ani An jai Ann 


Pasirinkime bet kurį elementą a;,, išbraukime jos i -ąją eilutę ir j-ąjį 


stulpelį, o iš likusių elementų sudarykime matricą 


Šio w ML Šia o Bi 
Čai Aiaij i Čiaijaio o Čia 
Čai Šiai ji Čiaijai O Čiki n 
Gai 44 j-1 An jai a Ann 


Šios matricos determinantas vadinamas matricos A elemento Aj minoru 1r 


žymimas M; (i=1, 2,..., n; j=1, 2,..., n). Taigi 
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Aj Aj 1 Aja An 
a, ss Aria ni is is L 
i-1 I i-1 j-1 i+1 j+1 i-1n 
M. = (7.8.4) 
ij ' „8. 
Gai Gija i Čial jai Gia n 
Ani 84 j-1 An ja] Ann 


Pavyzdžiui, matricos A = elementų minorai tokie: 


4 4 
Mįį = det (4)=4, M, = det (-2)=-2, Ma, = det (2)=2, 
M,, = det (I)=1. 


Trečios eilės matrica 


120 
B=| 0 1 2 
4 34 


turi devynis elementus, todėl ir minorų yra devyni. Apskaičiuokime tik 
kelis: 


12 


2 Ū 
3) M3=| | „|=2-2-0-1=4. 





Adjunkto apibrėžimas. Matricos A elemento a; adjunktas yra 


skaičius Aj : 


Aj =(-D)*/-Mp; (7.85) 


čia M; - elemento aj; minoras. 
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Determinanto skaičiavimo taisyklė. Matricos A determinantas 
det A yra lygus bet kurios eilutės (stulpelio) elementų ir jų adjunktų 
sandaugų sumai. 

Pagal šią taisyklę parašysime formulę. Sakykime, kad 


TTT TT TT 


TTT TTT 


Tada 

det A=ūj . Aj S I 4jj "Aj Elė di, 2 Ai, (7.8.6) 
arba 

det A=aj;į £ Aj T... TA , Aj T... T An : A (7.8.7) 


Šiose formulėse indeksą i bei j galima pasirinkti laisvai, nes visada 


nj“ 


gaunamas tas pats rezultatas — matricos A determinantas. 
Grįžkime prie trečios eilės matricos 
Gi Up 03 
A=|0j 05 An 
Bu A Šm 
determinanto formulės (7.8.3). Ją galima gauti pasinaudojus (7.8.6) formule. 
Kai i= 1, tai 
Gi 42 445 
det A=| G 455 055 |= Gj Aj) + 042 App + 03 Ap5 = 
G dn) 035 
=aj1-(—1)*- M +0,5-(-0)2-M5 +9,5-(-10)3- Ms = 
= M —45- My t 035 M = 


0455 035 4), 035 aj, 035 


=: 




















43) 135 3, A33 43, 035 
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= Gj * (055033 — 053055) — App" (A3j > A35 — 035 031) T 

+013(45, 033 — 055 03,) = 011053033 — 011055055 — 0,505035 T 

+ 01505543; + 013051055 — 01305203, = 0j1052053 F 01205503, + Aj3051032 — 

— 01302203, — 012051033 — 011033032. (7.8.3) 

Pagal (7.8.7) formulę su bet kuriuo indeksu j= I, 2, 3 gautume tą patį 
rezultatą — formulę (7.8.3) (Patikrinkite savarankiškai!). 

7.8.1 pavyzdys. Apskaičiuokime matricos 


2 3 3 

A=|4 1 3 

2-2 0 
determinantą. 


Sprendimas. Šį determinantą skaičiuokime dvejopai — pagal (7.8.3) 
formulę ir pagal (7.8.6) formulę. 
Pagal (7.8.3) formulę gauname 


2 3 5 
dt A=|4 1 3|=2-1-0+3-3-2+5-4-(-2)-5-1-2- 
g 2 D 


—3-4:-0-2-3-(-2)=0+18-40-10-0+12 =-20. 
Formulę (7.8.6) taikykime, pasirinkę i = 3. Tada 


> 2 4 
dtA=|4 1 3|=2-4,+(-2)-A5 +0-A5 = 
4 =2 1 
=2-A5,—2-A55 =2-(-1)3*1- M, —-2-(-1)3*2- M3, = 
3 5 3 5 
=2:M4+2-M3=211] 3 1214 ,|-263-5-04 








+2-(2-3—-5-4)=2-4+2-(-14)=8—28=-20. 
Matome, jog abiem būdais skaičiuodami gavome tą patį rezultatą: 
det A= — 20. 
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7.8.2 pavyzdys. Apskaičiuokime matricos 


2001 

p 0 340 

141232 

0801 
determinantą. 


Skaičiavimui pasirinkime pirmąjį stulpelį. Pagal (7.8.7) formulę 


gausime 
2001 
0340 
det A= sis =2-A,+0-4,, +5-45, +>0- 44, = 
Db 8 01 
34 0 0 0 1 
=2-Ą,+5-4, =2-M, +5-M,=2|0 1 2|+5|3 4 Ol. 
8 0 1 8 0 1 


Toliau skaičiuojame du trečios eilės determinantus: 





34 0 
Ss 0 1 
3-M, ,-4-M | al? * sasas 
= aa lg 5 | E 
0 861 
3 4 
2)|3 4 0,=0-4,+0-45+1-43,= A) = M3, = sm = —43. 
8 0 1 


Vadinasi, det A=2-67+5-(-32) = -26. 
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7.8.3 pavyzdys. Apskaičiuokime ketvirtos eilės diagonalinės matricos 
4, 0 0 0 
0 a>2 0 0 
0 0 42 0 
O 0 86 44 


is 


determinantą, kai aj, * 0, 455 * 0, 044 £0, 034, *0. 
Sprendimas. Pagal (7.8.6) formulę, pritaikytą pirmajai eilutei, 








gausime 
a; 0 0 0 
0 a, 0 
det A= 0 0 45 0 = aj A =3j> M = 
0 0 0 a, 
ap 0 0 
=ūj1:| 0 a 0 
0 0 aj 
Toliau skaičiuodami vėl taikome (7.8.6) formulę, kai i= 1. Todėl 
ū> 0 0 
0 a 0 |=95- Aj =a5- M = 
0 0 aj į 
a; 0 
m | 0 aš 05) '033 044 
Vadinasi, 
a; 0 0 0 
0 a>2 0 0 
det A= = 01033 A33 Ag. 


0 0 0 a4 
Pastaba. Šio pavyzdžio rezultatą nesunku apibendrinti: bet kurios 


diagonalinės matricos 
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a; O 0 

0 a (0 
7 22 

0 0 a 


determinantas det A lygus jos pagrindinę įstrižainę (diagonalę) sudarančių 
elementų sandaugai: 


a, 0 0 
Esą = O 
det A= i = Gj1* 055 Ūkis 
0 0 R 
Iš čia išplaukia ir tokia išvada: bet kurios eilės vienetinės matricos 
1 0 „8 
01... 0 
Ė= 
5 Uu 1 


determinantas lygus vienetui: det E=1. 
Matematikoje determinantas daug kur taikomas. Vartojant 
determinanto sąvoką kartais galima gana glaustai užrašyti teiginius bei 
formules. Tokiu pavyzdžiu galima laikyti vadinamąsias Kramerio formules 
(G.Cramer — šveicarų matematikas, 1704 — 1753) tiesinių lygčių sistemai 
spręsti. Šias formules čia pateiksime be įrodymo. 
Tarkime, kvadratinės tiesinių lygčių sistemos 
a Xi+0 5 X5+-. ta X, = by, 
a, X +455X5+...+05 „X, = b), 


(7.8.8) 


Anta Xyt-. tax, = b, 
koeficientų matricos A determinantas det A nelygus nuliui. Jo reikšmę 


pažymėkime A. Taigi 
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Gj 413 = Gap 
„a 
21 052 2n 
A=det A= 
Ani 4,2 a Ann 


Šio determinanto stulpelius paeiliui keisdami (7.8.8) sistemos 


laisvaisiais nariais, gausime tokius determinantus: 


bį Ay3 --- App aj bi Aj3 = App 
| bp Ap App | 22 P3 053. Ars 
Ar = „A,= —- 
b, 412 Ann Aj b, 4,3 Ann 
Aj App «+ Ap BĮ 
43 A33 «+ App bp 
A„= 
4, 432 An n-l b, 
. . . Na 1 A A, 
Kramerio taisyklė. Skaičių x, = ra. last. mų (A=0) 
"r A, A A as aiajs a 
rinkinys BR yra kvadratinės tiesinių lygčių su n 


nežinonmųjų sistemos (7.8.8) sprendinys. 
Šio sprendinio komponenčių skaičiavimo formulės vadinamos Kramerio 
formulėmis. 


7.8.4 pavyzdys. Pagal Kramerio taisyklę išspręskime šią tiesinių 


lygčių sistemą: 
3 —- 4x) + 2x,-8, (7.8.9) 
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Sprendimas. Pirmiausia sudarykime sistemos matricą 


> 4 
A=|3 -4 2 
4 1 š 


ir apskaičiuokime jos determinantą. Gausime 


2 3-1 

ž 1423 
"i 3 -4 2 S ž 2 3 -4 
Kra - m GL ia 


=2-6-5-(-14)-19 =63. 
Kadangi A=0, tai Kramerio taisyklę galima taikyti. Matricos A 
stulpelius pakeiskime paeiliui laisvųjų narių stulpeliu ir apskaičiuokime 


šiuos determinantus: 


6 5 <i 2 6 =1 4 8 6 
A =|8 -4 2|,,A,=[3 8 2[|,A,=|3 -4 8|. 
3 1 -Z 4 3-2 4 1 3 


Gausime A, = 126, A, =63, A, = 189. 

Pagal Kramerio taisyklę (7.8.9) tiesinių lygčių sistemos sprendinys 
toks: 

T-|2 2 S (BB, 2. e I; 3). 
Nesunku įsitikinti, jog rinkinys x = (2; 1; 3) iš tikrųjų tinka kiekvienai 
(7.8.9) sistemos lygčiai. 
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7.9. ATVIRKŠTINĖ MATRICA 


Apibrėžimas. Matrica B=(bj;) vadinama atvirkštine matricai 
A=(a;;), jeigu 

A-B=B-A=E. (7.9.1) 
Matricos A atvirkštinė matrica žymima A-!. 
Sudauginkime, pavyzdžiui, dvi matricas 


1 0 I 2 0 -1 
A=|0 1 0j1B5=, 0 1 OL. 
1 86 2 -1 0 1 
Gausime tokias sandaugas: 
I 86 I 2 0-1 1 0 0 
A-B=|0 1 0 0 1 0|=|0 1 ak 
1 8 2091 06 1 D 0 I 
2 0-1||(1 0 1 1 0 0 
B-A=| 0 1 0[|0 1 0/=|0 I 0|=E. 
=L B LL) 0 2 O B i 


Matome, jog matrica B yra atvirkštinė matricai A ir galima rašyti 
£-=-A-!, 


Čia pat pastebime, kad matricą A galima laikyti atvirkštine matricai 
B i1rrašyti A=B-!. 

Ar kiekviena matrica A turi atvirkštinę matricą A-!?7 

Tarkime, A=(a;) matmenys yra mxn. Ieškomosios matricos 
B=(b;) matmenis pažymėkime k x!/. Kad būtų galimos sandaugos A- B ir 
B-A, abi matricų poros, (A, B) ir (B, A), turi būti suderintos, t.y. k = n ir 
1 = m. Taigi matricos B matmenys turi būti 1 X m. 


Matricos A-B matmenys yra mxXm,o B-A - nXn. Kadangi pagal 
apibrėžimą turi būti A-B= B- A, tai būtinai m= n. 
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Taip atlikta atvirkštinės matricos apibrėžimo analizė leidžia padaryti 
labai svarbią išvadą apie atvirkštinės matricos egzistavimą. 

Tik kvadratinė matrica A gali turėti atvirkštinę matricą. Be to, 
| atvirkštinė matrica A-! yra tos pačios eilės kvadratinė matrica. 

Dabar panagrinėkime kitą klausimą: ar kiekviena kvadratinė matrica 
A turi atvirkštinę matricą? Į pagalbą pasitelkime porą pavyzdžių. 

7.9.1 pavyzdys. Tegu 


2 3 
4-|> 3 
Remdamiesi apibrėžimu, ištirkime, ar ši matrica turi atvirkštinę matricą 
A-!. 
Ieškomosios matricos elementus pažymėkime x;,. Kadangi A-! gali 


ij 
būti tik antros eilės kvadratinė matrica, tai 


a ia 
X X 


Pagal (7.9.1) sąlygą turi galioti lygybė 


B ė k Xi Xi Xe (2 3 1 0 
3 Ylaa 2) Lža 25) 43 5/ (0 1) 


Ši lygybė ekvivalenti sistemai 


2 far 25) [1 6 
3 5 lx 5) (0 1/ 
Xi 2)(2 3) [1 0 
žr 1 Šo LO 1 


Išspręskime pirmąją matricinę lygtį Ją galima parašyti (sudauginus 
matricas) taip: 


Žž 3 2 tn 1 0 
35 p+5x5 J (O 1) 


(7.92) 
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Iš čia gauname tiesinių lygčių sistemą 


2Xi į + 3x,, =1, 
2X15 sh 3X35 = 0, 
3X15 + 5x,5=1, 
kuri turi vienintelį sprendinį: x, =5, X5 =—-3, X, =—3,x55 =2. Šio 


sprendinio komponentes įstatę į (7.9.2) sistemos antrąją lygtį, taip pat 
gauname teisingą lygybę (patikrinkite savarankiškai!). 


2 
Vadinasi, matrica 4-| turi vienintelę atvirkštinę matricą: 


35 
iš š 54 
"4-3 2 


7.9.2 pavyzdys. Patikrinkime, ar antros eilės kvadratinė matrica 


- 24 
"(3 6 
turi atvirkštinę matricą. 


Aišku, kad atvirkštinė matrica A-! turėtų būti antros eilės kvadratinė 
matrica. Tegu 


ašį (2 2. 
X X22 
Šiai matricai rasti turime spręsti lygčių sistemą 
A-A-1=E, 
B os (7.93) 


Pirmoji lygtis 


L . 2 “|, I 
3 6) x 55) (O 1 KbBžĘ 


ekvivalenti tiesinių lygčių sistemai 
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2žji + dx =, 
2X,2 + 4x33 =0, 
3Xj1 + 6x3į = 0, 
3X15 + 65 = L 


Šios sistemos pirmoji ir trečioji lygtys neturi bendrų sprendinių, todėl ir 
sistemos sprendinių aibė tuščia. Vadinasi, (7.9.4) lygtis, o kartu ir (7.9.3) 
sistema sprendinių neturi. 


24 
Taigi kvadratinė matrica A = 3 . atvirkštinės matricos neturi. 


Iš tų dviejų pavyzdžių aišku, jog 
| ne kiekviena kvadratinė matrica A turi atvirkštinę matricą A-!. 

Be įrodymo pateiksime šį teiginį apie atvirkštinės matricos 
egzistavimą. 

7.9.1 teorema. Kvadratinė matrica A turi atvirkštinę matricą A-! 

tada ir tik tada, kai jos determinantas det A nelygus nuliui. 

7.9.1 1r 7.9.2 pavyzdžiuose ieškant atvirkštinės matricos buvo remtasi 
tiesiogiai jos apibrėžimu. Tačiau toks uždavinio sprendimo metodas ne 
visada patogus, ypač kai matrica yra aukštos eilės. Pavyzdžiui, ieškant 
trečios eilės matricos atvirkštinės matricos tektų spręsti 9 tiesinių lygčių su 9 
nežinomaisiais sistemą. 

Yra išvestos gana paprastos atvirkštinės matricos elementų 
skaičiavimo formulės taikant determinantus. Jas taip pat pateiksime be 


įrodymo. 
Tarkime, kad 
Gj 412 --- Ain 
Ani Any ss op | | 
As) 7 2“ | ir Asdet A40, 
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Jeigu norime apskaičiuoti atvirkštinę matricą A-!, reikia apskaičiuoti 
matricos A elementų a; adjunktus A; bei determinantą A = det A. Tada 


A. 
i a i Ads . 
skaičiai X = są yra atvirkštinės matricos 


Xi *n2 + Ann 


elementai. 
Taigi atvirkštinės matricos A-! formulė tokia: 


Ajį Apį «Ap 

4 1 | An A Amo ka 
A. | soouasnavoniansas 
An App + Ann 


A5/A Ap/A Ap2/A 
=> 12/ 2/ 2/ | (7.9.5) 


TTT TTT TT TTT T TTT 


A„/A A,/A 0 A /A 
7.9.3 pavyzdys. Apskaičiuokime matricos 
2 2 1 
A=į 022 
-1 22 
atvirkštinę matricą (jei egzistuoja). 
Sprendimas. Pirmiausia apskaičiuokime matricos A determinantą: 
201 
A=dčt 4A=| 022,|=2. 
-12 2 
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Kadangi det 4A*0, tai A-! egzistuoja. Atvirkštinę matricą skaičiuokime 
pagal (7.9.5) formulę. Matricos A elementų adjunktai tokie: 

















22 
A, = M = 22 zUv, 
02 
Ar=-Ma-) 43 --2, 
02 
Aj, = Mį3 = 12 =4, 
0 1 
A, =-Ma, 22 =4, 
2 1 
A = M35 = = 2 2, 
2 0 
A5 =- Mn 1. 
0 1 
A, = M, = 22 =r4, 
2 1 
A, =-M3; e = :] 
2 0 
A3, = M35 = 02 = 
Taigi 
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7.10. ATVIRKŠTINĖS MATRICOS METODAS 


Susipažinkime su dar vienu tiesinių lygčių sistemos sprendimo būdu — 
atvirkštinės matricos metodu. Tarkime, kad kvadratinės tiesinių lygčių 
sistemos su 7 nežinomųjų 

a Xr+4,5X5+---+0, „X, = 6, 

aj X +055X5+... 05, X, = D 

až t422X2 2 2 
Ma (7.10.1) 


až +appXyk a X, = b, 


matricos 


E ko ar 
determinantas A=det A nelygus nuliui. Apskaičiuokime atvirkštinę 
matricą A-!. 

Tiesinių lygčių sistemą (7.10.1) parašykime matricine lygtimi 

Ax=b. (7.10.2) 

Padauginkime atvirkštinę matricą A-! iš Ax 1r b. Gausime lygias 
matricas: A-!-(Ax) ir A-!-b. Kadangi 

A-!-(Ax)=(A-!-A)-x=Ex=x, 
tai iš lygybės Ax = b gauname lygybę 

A-!-(Ax)= A-!-b 


x=A-!b. (7.10.3) 
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Aišku, kad (7.10.3) lygties sprendinys yra A-!b. Šis vektorius yra ir 
ekvivalenčios jai lygties (7.10.2), taigi ir tiesinių lygčių sistemos (7.10.1) 
sprendinys. 

Vadinasi, norint išspręsti (7.10.1) tiesinių lygčių sistemą atvirkštinės 
matricos metodu, reikia: 

1) apskaičiuoti sistemos matricos A determinantą A = det A; 

2) apskaičiuoti (kai A * 0) visų elementų a; adjunktus A; ir sudaryti 

atvirkštinę matricą A-!: 

3) apskaičiuoti sistemos sprendinį pagal formulę x=A-! -b. 

7.10.1 pavyzdys. Atvirkštinės matricos metodu išspręskime tiesinių 
lygčių sistemą 

4x, + 3, + 2xX,= 8, 
3x, + Tx, + 2x,=-2, (7.10.4) 
A + 215 ROA B 

Sprendimas. Atvirkštinės matricos metodą galima taikyti tada, kai 
egzistuoja sistemos matricos atvirkštinė matrica. Todėl pirmiausia 
apskaičiuokime matricos 

432 
A=13 7 2 
3223 
determinantą. Gausime 
432 
A=det A=| 3 7 2|=10. 
222 
Kadangi A= O, tai atvirkštinė matrica A-! egzistuoja. Jai rasti taikysime 


(7.9.5) formulę, todėl apskaičiuokime matricos A elementų adjunktus: 
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A p 10 
1 = ii 52411 
i i 32 
12 ABS || „9 Mūlkd, 
A M pė 15 
13 7 13 > 24 > 
A M B 2 
Dj BBL 22 -. 
A M S 2 
“Ela 5| 
A M e 1 
“551457 
A M io 8 
nu“ 24 ; 
p 4 2 
a BC gal 
A M 1 19 
as Lis 
Pagal (7.9.5) formulę 
į 10 —2 -8 L —02 —08 
S 0 2-2|= 0 02 -02|. 
-15 1 19 >15 (01 19 
Vadinasi, (7.10.4) sistemos sprendinys yra 
1 -02 —-08 8 A 
1-Ah— 6 82 —02||-—2|=|-2|- 


5 8 LB 8 3 
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7.11. UŽDAVINIAI 


7.11.1. Parašykite šių tiesinių lygčių sistemų koeficientų matricas: 


X - k R RAR = O 
4x + X, - 2Xp - X 1) 35 = 14, 
b) 2xX + 35 4) 45 = 9, 
S — 255 + 74, = 10, 
T +) MM —- 2 = G 
Ba, + 2 o Apo T, 
S - 5 +35= T 
6) |34, + X, =4, 
245 = Aš =1, 


X, + X, =2, 
X, + Ir — 5 =L 
7.11.2. Parašykite tiesinių lygčių sistemą, kurios koeficientų matrica 
A ir laisvųjų narių vektorius b yra tokie: 


1203 6 
1) A=|0 1 1 2|, b=|4]; 
3024 9 
t 0 642 1 
2 A=|2 0-1 O0|, 6=|1|; 
3-2 B. i | 
(žūi 7 
1000 1 
3 A=|0 20 0|, 5=|2|. 
0030 3 
0004 8 
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7.11.3. Apskaičiuokite matricas C=A+B, D=B+A, F=2A4+B, 


G=A-3Bir H=2A-3B,kai 


2 851354 -2 0-1 -3 -4 
A=| 3-1 0 01|[,B=|-3 1 0 0 -I|. 
-2 12 30 2-1-2-3 0 
7.11.4. Apskaičiuokite matricą D=3A-4B+2C , kai 
5-1 3 100 68 1 
-2 1 0 010 01 0 
S 4 5 sp“ leo 10 ar 
0 -1 -2 ž43 -2 0-3 
7.11.5. Apskaičiuokite vektorių a = 25+3c+4d , kai 
3 2 -2 
1) 6=| 4|, c=|-3|, d=| O|; 
-5 | 4 
1 0 0 
2) b=|0|, £=>| 21 d=|0]; 
0 0 3 


3) b=(34, -5), c=(2; -3; 1), d=(-2; 0; 4); 
4) b=(1; 0; 0), c=(0, 2, 0, d=(0; 0; 3). 


7.11.6. Nustatykite, ar vektorių sistema a!,a2,a3 yra tiesiškai 


priklausoma, kai 


1)a!=(2; -1), a2=(4; 3), a? = (1; 2); 
4 0 
2)al=į 2l, a2=|-1|, a3=|3]; 


so 0 
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2 -3 8 
354! =|=1|š až=| 2Į, a3=|-5|. 
3 1 | 
7.11.7. Raskite vektorių sistemos a!, a2, a? rangą r(a!, a?, a3), kai 
"a 1 1 
1)a!=|0;, a2=|2|, a3=|1|; 
1 0 1 
1 2 —3 
2)a! =|2|, až =| =1|5 a3=| 4|; 
2 -2 6 
1 2 0 
3)a! = : a2 = i a3 = | 
0P iš 21 
-1 0 1 
7.11.8. Raskite matricos A rangą r(A), kai 
1 2-2 3 1-2 2 
1) A=[2 1 -1Į; 2A=| 0-2 2 Ol; 
210 ž —1 3-4-2 
1 8 I 2-3 -5 
-1 1 3 1 0-1 
23 io eks 
0 5-1 -2 4 6 


7.11.9. Apskaičiuokite vektorių a=2b+3c-d ir b skaliarinę 
sandaugą, kai 


1) 5=(3; —-2; 4; -3), c=(-1; 2; 3; 0), Ž=(0; 1; —1; 2); 
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-2 0 1 
4 —3 0 

2) b= “La „|- 2= 3|- 
1 2 -1 


7.11.10. Apskaičiuokite vektoriaus a = b-3c +4d modulį |a|, kai 
I) B=(6; -2; 3), =; Ž—-, d=(L -L; 9); 


1 2 
2 b=|1|, c=|-1|, d=|-1 
4 4 8 


7.11.11. Patikrinkite, ar ortogonalūs vektoriai a = 2m+3n+3k ir 
b=m-2n-k,kai 
1) m=(-2; 0; 1), n=(0; 1; -1), k=(1; -1; 0), 


| -1 2 
0 -1 
2) m= 0| "= k= || 
-1 1 0 
7.11.12. Apskaičiuokite matricų A ir B sandaugas A-B bei B-A, 
kai 
12 1 
2>1 3 2 153 
DA=|-1 02 Lb B= 64140 
4 1 0-1 161 
1 2-1 
ši 4 i 2-1 I 
2)4=| | 1 2] B=| 2-1 1 2. 
—1 1 2-1 


t Ž2-l 
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7.11.13. Nustatykite, ar galimos matricų A ir B sandaugos A-B bei 
B-A ir apskaičiuokite jas, kai 


1100 1 0 
241 W 0 1 
D4= 6011]: 21 aj 
1001 6 1 
2-1 301 
2)2A=[4 O0-120Į, B= AT: 
AŽ 2 0912 
2-2 341 
ŽAS|1 I 011 B=A-AT. 
B. L 10 
7.11.14. Apskaičiuokime šių matricų determinantus: 
1 02 2 1 1 
11|1 321 212 -1 3Į 
4 51 3 2-2 
12-1 0 5 4 2-3 
01 2-1 1-3 1 0 
a 1 or o5| Di 2-1 2] 
40 0 1 3 5 2-5 
7.11.15. Naudodami Kramerio formules, išspręskite šias tiesinių 
lygčių sistemas: 
24 A 4 3 


žų + R 


|| 
sa 
S 
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+ As A- 4-2 
x + 2) = 0 
2x1 — 4 S 4 

4 


*, — 34, = 


2) 


(3 
ka 
+ + + 


2x, + 3x, = 4, 

p 2x, + 3 = —3, 
) 2x, + 3X4 = 

L 


5+ 450 k os 


7.11.16. Nustatykite, ar egzistuoja šių matricų atvirkštinės matricos: 


345 2-1 2 
A=[7 0 1Į, B=|-3 1 1 
213 8-2 
I1i0o 2 0 0-1 
011 1 0 0-1 2 
“ELrgiib lė 3 al 
1101 “L 2 0 0 
7.11.17. Raskite šių matricų atvirkštines matricas: 
2 I -2 1 0 -2 
A=į 1 2 l1|, | 2 —-1|, 
-2 1 4 a 2 T 
1 100 06 1 1 
01 10 1 40 
S kėsi Žr 9) 
0001 1000 
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02-10 10 1-1 
21 21 Ža 1 
aa 43 “1 a 5 
00 11 i61 0 
7.11.18. Išspręskite šias tiesinių lygčių sistemas atvirkštinės matricos 
metodu: 
D jų + 8 p G = -2 
5-3 A = WA 
At. + 26 + p = I 
2)2l4 = RR 3 
a + X = 6, 
5 +-+bit=-ž 
3) | +x 11 = 2 
L + r k = 0, 
X + Ap += L 
b- + 2, = Ž 


4) | + X 1) A to = o 3 
X, + 4x) + 3, = —-2, 


3 
Xi „2 = 2 
2x; + 2 = 2 

2 


X, + X, = X, — 


5) + 265 + 2 1 2 = 
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6 |). + 24 + 3a 
* + 3 
Žž + 5 o O 3 
E 
03 + 2 + O 4 

O — R 
Jo = OR O 
X, + J 
9) L > > + 2 
2x, = 
ŽŽ = Ah 

4 + 36 
99 + 44 = > + 
X, T X 1 
5 + 2 t R 2 
+ + 36 + 
I) + 4, — 24, 
m + O 4 
k + 32 t O X 
74. + 25 — 323, 


+ +++ 


WI 
m 
t 
od 
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8. EKONOMINĖS SISTEMOS BALANSAS 
8.1. LEONTJEVO MODELIS 


Ekonomistui reikia nagrinėti ir spręsti įvairių balanso uždavinių: 
pajamų ir išlaidų, pelno ir nuostolių, eksporto ir importo, gamybos ir 
vartojimo bei kt. Kartais pakanka elementarių apskaičiavimų, tačiau neretai 
sunku apsieiti be matematinių metodų. 

Čia susipažinsime su tam tikrą ekonominę sistemą sudarančių 
gamintojų bendros veiklos planavimo uždaviniu, kurio pagrindinė sąlyga — 
pasiūlos ir paklausos balansas. Siekiama suplanuoti gamybą taip, kad 
produkcijos pakaktų ir gamybos reikmėms, ir vartotojams. Šį uždavinį 
išsamiai ištyrė V.Leontjevas (V.Leontief - amerikiečių ekonomistas, 1906 — 
1999, Nobelio premijos laureatas (1972)). 

Tarkime, kad ekonominę sistemą sudaro m gamintojų G;, 
i=1, 2,..., n ir vartotojai. Kiekvienas gamintojas (individas, bendrovė, ūkio 
šaka ir pan.) gamina tik vienos rūšies produkciją — visi skirtingų. Sakykime, 
jog gamintojas G; gamina P rūšies produkciją, x; yra planuojamas 
pagaminti jos kiekis, 0 c; — privalomas patiekti vartotojams (rinkai ar 
užsakovui) kiekis (tam tikrais vienetais); i = 1, 2,..., n. 

Šiame uždavinyje gamintojus į vieną sistemą jungia technologinė 
priklausomybė. Ji pasireiškia tuo, kad kiekvienas gamintojas G; savo 
produkcijai P gaminti naudoja ne tik turimas žaliavas, bet ir partnerių G j 


produkciją. Tarę, kad visos kitos sąlygos gamybai plėsti yra palankios, toliau 
atsižvelgsime tik į minėtuosius technologinius ryšius tarp gamintojų. Juos 


apibūdina gamybos technologinė matrica 
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G 8 Ap 
| ta Bi Ain 
Ša Aa sė ap 


Šios matricos elementai a; vadinami gamybos technologiniais 


koeficientais. Jų prasmė tokia: vienam produkcijos P; kiekio vienetui 


pagaminti reikia sunaudoti a; produkcijos P kiekio vienetų. Matricos A 


stulpeliai 
Gj a12 An 
ajį 052 05, 
ą! = „Alo. mn MS, 
Ani 442 np 


vadinami atitinkamai produkcijos Ą, P,..., P. gamybos technologiniais 


vektoriais. Taikant juos technologinę sistemos matricą A galima taip 


užrašyti: 
A=(a!, a2...., a"). 
Sakykime, 
L C 
X, | | C 
X=| < ir C= 
X, C 


yra atitinkamai gamybos planas ir produkcijos paklausos vektorius. 
Sudarydami uždavinio matematinį modelį, laikysimės produkcijos 
technologinių sąnaudų tiesiškumo sąlygos: produkcijos P sąnaudos 


| 


proporcingos planuojamam P; kiekiui x; ir yra lygios a; - x. Tada 
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yra produkcijos P vidinės (technologinės) sąnaudos planui x įvykdyti; 
i=l, 2... h. Vektorių. 

s(x)= (5,(*); 55(X)i-5 5, (1) (8.1.2) 
pavadinkime produkcijos vidinių sąnaudų vektoriumi, o 

p(x)=x—-s(x)= (x, — 4(X); X5— S5(X)L5 X, —5,(x)) (8.13) 
— produkcijos pasiūlos vektoriumi arba tiesiog pasiūla. 

Iš (8.1.1) - (8.1.3) matyti, kad 


(a!, x) 


(a", x) 
p(x)=x- Ax =(E- Ajx. 
Taigi produkcijos pasiūlos p(x) ir jos paklausos c balansas 
matematiškai išreiškiamas šia balanso lygtimi: 
(E- Ajx=c. (8.1.4) 


Ją galima užrašyti ir tokia tiesinių lygčių sistema: 


(1- a,;)Aį =05X3—- 4) ai X, = Cp 
—a, X, +(1-455)X3-— <... 651. = 6 
2124 22/X3 2 2 
"„ (8.1.5) 
— 4 Xi = duatų > AUL— a = go 


Balanso lygtis (8.1.4) vadinama ekonominės sistemos balanso 
uždavinio Leontjevo modeliu. 


8. 2. PRODUKTYVUMAS 


Gamybos planas x = (x;; X23..5 "A d vadinamas subalansuotu, jeigu 
jis yra Leontjevo modelio sprendinys. Aišku, čia turima mintyje, kad plano 
komponentės x;, i= I, 2,..., n gali būti tik neneigiami skaičiai. Priklausomai 
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nuo uždavinio sąlygos gali būti svarbi ir plano komponenčių (nebūtinai 
visų) sveikaskaitiškumo sąlyga. Pirmiausia, žinoma, tada, kai produkcija 
nėra be galo dali, pavyzdžiui, automobiliai, detalės ir pan. Norint išvengti 
plano komponenčių sveikaskaitiškumo problemos galima atsisakyti 
produkcijos natūrinių kiekio matų ir pakeisti juos piniginės vertės matais. 
Smulkiau šios problemos čia negvildensime. 

Leontjevo balanso lygtį nesunku išspręsti. Galima taikyti bet kurį 
žinomą tiesinių lygčių sistemos sprendimo metodą: Gauso, Gauso ir 
Žordano, atvirkštinės matricos arba Kramerio formules. 

Produkcijos paklausa c gali keistis. Planuojant gamybą svarbu žinoti, 
ar pasikeitus paklausai bus galima sudaryti subalansuotą gamybos planą. 
Paprasti pavyzdžiai rodo, kad taip būna ne visada. 

8.2.1 pavyzdys. Tarkime, trijų gamintojų sistemos technologinė 


matrica yra 
05 01 03 
A=|02 02 0|, 
01 008 


o jos produkcijos paklausos vektorius c = (30; 40; 20)". Pabandykime 
sudaryti subalansuotą gamybos planą x = (x,; X;; ug Ištirkime, ar būtų 
galima sudaryti subalansuotą gamybos planą pasikeitus produkcijos 
paklausai. 

Norėdami rasti subalansuotą gamybos planą x = (xj; X3; X)7, 


atitinkantį paklausą c = (30; 40; 20)T , turime išspręsti balanso lygtį 


(E- Alx=c. 
Kadangi 
100 05 01 03 05 —-01 -03 
E-A=|0 1 0|-,02 02 0|=|-02 08 0, 
001 01 008 — 01 0 02 


tai šią lygtį galima pakeisti ekvivalenčia tiesinių lygčių sistema 


8. Ekonominės sistemos balansas 235 


05x, — Olx; — 03x5 = 30, 
-0,2x, + 08x, = 40, (8.2.1) 
—0,1x + 0,2x, = 20. 
Ją išspręskime Gauso ir Žordano metodu: 
1) 10L,, 5L,, 10L, 
Šo B 3 = 30 


—x, + 4x; = 200, 

— ži + 2x4 = 200, 

2) L +5L,, L +51; 

SM = 2 3 = 300, 
19x5; — 3x4 = 1300, 
x; + 7x, = 1300; 

3) L,+191,, L, +19L, 

95x, — 60x4 = 7000, 
1955; —- 34, = 1300, 

13045 = 26000; 


1 
4) Š L4L, ŽL+ L. ob 
19000, 
1900, (8.2.2) 
x) = 200. 
Gauname vienintelį balanso lygčių sistemos (8.2.1) sprendinį 
x =(200; 100; 200)" . Kadangi visos trys komponentės teigiamos, tai šis 


95x, 


19x; 


sprendinys ir yra ekonominės sistemos gamybos planas, kai paklausa 
c=(30; 40; 20)T. Žinoma, dar būtų galima svarstyti, ar racionali gamybos 
technologija, nes gautojo plano komponentės gerokai viršija paklausos 
vektoriaus atitinkamas komponentes. Bet tai jau nebematematinė problema. 
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Pereikime prie subalansuoto plano egzistavimo problemos 
nagrinėjimo pasikeitus paklausai. Jeigu pasikeitusi paklausa yra 
c=(4; B; y)T , tai turėsime spręsti tokią balanso lygčių sistemą: 


—0,2x,. + 08x, = Ą (8.2.3) 
— 0, + 02x,1 = 7: 


čia X, B, y — neneigiami realieji skaičiai. 

Spręsdami ją Gauso ir Žordano metodu, atlikime tuos pačius kaip ir 
(8.2.1) sistemos elementariuosius pertvarkius. Laisvųjų narių stulpelis keisis 
taip: 

04 100: 104 2000 + 258 
c=|B|>-| 58|—>|104+258 |—>| 104+258 > 
y 10y 104 +50y 2004 +25B8 + 950y 


(38000 +4758 +57007)/13 
—| (3800 +6658 +570y)/26 
(400 +58 +190y)/26 
Vadinasi, dabar vietoj (8.2.2) sistemos turėsime šią: 
95x, (38000: +475 +5700y)/13, 
(3800 + 6658 +570y)/26, 
(404 +58+190y)/26. 


19x, 


*3 
Iš čia randame vienintelį (8.2.3) tiesinių lygčių sistemos sprendinį — 
subalansuotą gamybos planą 
"L 200 +358+30y 102+57+ 1507) 
Ž 13 ' 26 ' 26 ' 
Taigi kokia bebūtų produkcijos paklausa, galima rasti ją atitinkantį 
subalansuotą gamybos planą. 
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8.2.2 pavyzdys. Ištirkime trijų gamintojų ekonominę sistemą, kurios 
technologinė matrica yra 


06 06 0 
A=|05 05 Ol. 
01 03 05 


Pasirinkime bet kokią produkcijos paklausą c=(cj; C5; C5) Ir 


spręskime balanso lygtį 
(E- A)x=c 


atvirkštinės matricos metodu. 


Gausime 
04 -06 0 
E-A=|-05 05 0,Į, 
01 —03 05 


A=det (E-4A)=-0,05, 
025 03 0 = —. 8 


1 
(EA 0,25 0,2 0|=|-5 —-4 
0,2 018 —0|1 -4 -36 
Todėl 
2 o Ba = 46, > 665 
x=(E-A/'-<c=|-5 -4 Ol[lc, |=|-54,-4c; 
—4 >36 Ž|iė = = 260, 6, 


Matome, kad x, = -5c, —6c; <O ir x; =-5c,—-4c, <O, kai Cc, >0 arba 
c;>0. Kai c,=c;=0, turėsime x,=x;>0 ir x,=2c,. Vadinasi, 
subalansuotą gamybos planą galima sudaryti ne visada — tik tuo atveju, kai 
paklausos vektorius yra c = (0; 0; c4)T, cį 20. 

Ekonominės sistemos gebėjimas reaguoti į jos gaminamos produkcijos 
paklausos pokyčius išreiškiamas produktyvumo sąvoka. 
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Sakoma, kad ekonominė sistema yra produktyvi, jeigu nekeisdama 
gamybos technologijos (technologinės matricos) ji gali patenkinti bet 
kurią paklausą. 
Nagrinėjant matematiškai apie ekonominės sistemos produktyvumą galima 
spręsti pagal balanso lygtį 

(E- A)x=c. 

Jeigu ji turi neneigiamą sprendinį x su bet kuriuo paklausos vektoriumi c, 
tai ekonominė sistema produktyvi. Priešingu atveju — neproduktyvi. 

Įrodyta, kad norint ištirti ekonominės sistemos produktyvumą nebūtina 
spręsti balanso lygtį (E -— A)x=c . Pakanka apskaičiuoti atvirkštinę matricą 
(E- AY-!,nes teisingas toks teiginys: 

ekonominė sistema, kurios technologinė matrica A, yra 

produktyvi tada ir tik tada, kai egzistuoja neneigiama (8.2.4) 

atvirkštinė matrica (E - A)-!. 

8.2.3 pavyzdys. Ištirkime keturių gamintojų ekonominės sistemos 
produktyvumą, kai jos technologinė matrica yra 

04 05 0 0 

05 06 0 0 

01 005 09| 
0 02 04 03 


Pagal produktyvumo apibrėžimą reikia nustatyti, ar visada, t.y. kokia 
bebūtų produkcijos paklausa c = (cj; C5; C4; c4)T , egzistuoja subalansuotas 
gamybos planas x = (xj; X; X4; x,)T . Taigi reikia ištirti balanso lygties 

(E- A)x=c 
sprendinius. Remiantis (8.2.4) teiginiu pakanka apskaičiuoti šios lygties 


matricos E - A atvirkštinę matricą. Gausime 
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06-05 0 0 
-05 04 0 0 
-01 0 05-09| 
0 -02 -04 07 
A=det (E- A)=0,0001, 
—0,004 —0,005 0 0 
1 | -0,005 —0,006 0 0 
(E-Ay1=——— “ 
0,0001| 0,18 0,43 —0,007 —0,009 
0,066 0,08 —0,004 —0,005 


-40 -50 0 0 
-50 -60 0 0 

“| 1180 1430 -70 -90|' 
660 800 —40 —50 


Kadangi atvirkštinėje matricoje yra neigiamų elementų, tai darome 
išvadą, jog ekonominė sistema neproduktyvi. 

Nesunku nustatyti, kada egzistuoja subalansuotas gamybos planas. 
Spręsdami balanso lygtį atvirkštinės matricos metodu, gauname tokį jos 


sprendinį: 
-40 -50 0 Ola 
KS(E- Akis =-0 0 0 8 Lia 
1180 1430 —70 -90||c5 
660 800 —-40 —50) (c, 
—400, - 50c, 
2 —50c, — 60c, | 825) 
1180c, + 14300, — 7004 — 90c, iz 
660c, + 800c; — 40c; — SOC, 


Matome, kad x,<0 ir x,<0, kai c>0 arba c,>0. Vadinasi, 


subalansuotą planą galbūt galima sudaryti tik tada, kai paklausa yra 
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c=(0; 0; C4; C,), C4 20, c, 2 0. Bet šiuo atveju iš (8.2.5) gautume balanso 
lygties sprendinį 
Xx =(0; 0; —70c, -90c,; —-40c; -50c,)T, 
kurio komponentės x; ir x, neigiamos, kai c; >0 arba c,>0. Taigi 
balanso lygtis (E- A)x=c neturi neneigiamų sprendinių, kai bent viena 
paklausos vektoriaus c komponentė teigiama. Kai c=(0; 0; 0; 07, 
gauname x =(0; 0; 0; 0)7. Tačiau šis atvejis neturi ekonominės prasmės. 
Todėl galima padaryti išvadą, jog šiame pavyzdyje nagrinėjama ekonominė 
sistema ne tik nėra produktyvi, bet ir nepajėgi įvykdyti jokio vartotojų 
užsakymo. 
Nagrinėjant neproduktyvias ekonomines sistemas galima rasti įvairių 
kitokių atvejų. 
8.2.4 pavyzdys. Ištirkime ekonominės sistemos, kurios technologinė 
matrica yra 
06 04 0 
A=|06 04 0, 
01 04 05 
gamybinės veiklos galimybes. 
Sudarykime matricą 


04 -04 0 
E-A=|-06 06 0 
—01 -04 05 


ir nagrinėkime balanso lygtį (E- A)x=c su bet kokiu paklausos vektoriumi 
c=(C5 C5; C4)T. 

Skaičiuodami atvirkštinę matricą (E - A)-!, gauname, jog matricos 
E- A determinantas det (E- A) lygus nuliui. O tai reiškia, kad atvirkštinė 


matrica (E- A)-! neegzistuoja. Taigi ekonominė sistema nėra produktyvi 
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(pagal (8.2.4)). Taip pat aišku, kad balanso lygties negalima spręsti 
atvirkštinės matricos metodu. 

Siekdami ištirti, kokius vartotojų užsakymus gali įvykdyti (kokią 
paklausą gali patenkinti) nagrinėjamoji ekonominė sistema, balanso lygtį 
(E- A)x=c parašykime išskleistu pavidalu ir taikykime Gauso ir Žordano 
metodą. Gausime tiesinių lygčių sistemą 

04x, — 04x, = Lp 
—0,6x, + 0,6x, = G, (8.2.6) 
-0lx — 041, + 0535 = G 


bei tokią jos sprendimo seką: 


1) 5), 5L,, 101, 
2x, - 245 = 5, 
— 2 + Ip = Sc), 
-x, —- 4x, + 5x, = LOCą; 
2) 35, +2L,, LL +2Lp 
At — At = 10c,, 
0 = I5c, +10c,, (8.2.7) 


— 10x5; + 10x5; =  GCj + 20c3. 

Antroji lygtis yra 

0-x, +0-x, +0-x4 = 150, +10c,. 
Ji — tapatybė, kai c, =c, =, o kitais atvejais neturi sprendinių, nes pagal 
uždavinio prasmę c, 20, c, 20. Todėl (8.2.7) sistemos sprendimą tęsiame 
turėdami mintyje, jog c,=c;=0. Tada pašaliname antrąją lygtį ir 
sprendžiame tokią sistemą: 

25 — 24 0, 
| — 10x5; + 10x4 = 20c3. 


242 Taikomoji matematika 
Ji turi be galo daug sprendinių, kuriuos galima taip užrašyti: 


x=|t „20620 
t+2c) 
čia / yra parametras, 0 cį — trečioji paklausos vektoriaus c = (0; 0; C3) 
komponentė. 

Matome, kad tik trečiasis gamintojas gali patiekti vartotojams (rinkai) 
bet kokį savo produkcijos kiekį (netgi tuo atveju, kai pirmieji du visai nieko 
negamintų). Tuo tarpu pirmųjų dviejų gamyba yra "tuščia" — visa jų 
produkcija suvartojama gamybai. Tokią gamybą būtų galima pateisinti 


nebent nagrinėjant problemą socialiniu aspektu. 
8.3. UŽDAVINIAI 


8.3.1. Sudarykite subalansuotą gamybos planą (jeigu egzistuoja), kai 


žinoma technologinė matrica A ir paklausos vektorius c: 
(a 04 0,2 60 
) A 01 03) (90) 
0 03 
02 0) 
0 02 Ol 110 
3) A=|04 0 02|, c=|160 |; 
03 04 0 


03 01 0,2 
0 04 03|, c= 
04 02 05 
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L 
01 
0,2 
0,2 
01 
01 


0,1 
0,3 
0,2 
0,1 0,2 
01 0,1 
8.3.2. Nustatykite, 


8) A= 


technologinė matrica A yra 


1 0,2 
0,2 
0,2 
08 


0,2 
0 
03 


0,3 
0,5 
0,7 
01 
03 
0,2 


0,3 


01 
04 
01 
03 
0,2 
0,1 

0 
01 


0,2 


ar 


| 
| 


01 
0,2 
0 


01 
03 
0,6 
0,2 
01 
0,2 


38 
4 c=| 40; 
26 
41 
; c=|45]; 
40 
54 
) c=|29|; 
51 
68 
2 £=| al | 
60 
produktyvi ekonominė sistema, 
)A= 07 03 
05 0,6 
0 04 
5 08) 
0 Ol 
; Das 0 01 03]; 
20 O 
7 05 0,2 
ž 8) A= “ 07 62); 
01 01 03 
06 0 02 
- 10) 4A=| 004 0lį; 
03 Ol 05 
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kurios 
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01 0 03 04 04 Ol 
11) A=|03 01 05Į; 12) A=| 01 04 04|. 
0,6 0,2 0,7 01 03 04 


8.3.3. Dviejų gamintojų ekonominės sistemos technologinė matrica 


a, 01 
A= > 4,20, 4,28 
02 15 


yra 


Nustatykite, su kuriomis technologinių koeficientų a,, ir a,, reikšmėmis 
gamybos planas x=(100;150) yra subalansuotas, kai produkcijos 


paklausos vektorius c toks: 


2 42 0) 2 
1c= ė 2)c= 1 Šlięs 5 4)c= : 
70 115 140 120 


8.3.4. Nustatykite, su kuriomis parametro p reikšmėmis dviejų 


gamintojų ekonominė sistema yra produktyvi, kai jos technologinė matrica 
tokia: 


1 0l+p 03-p) 2 0.02 05p) 3) p Ol 
0,1 03 | 2p 0,02 | 02 O0l+p) 
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9, TIESINĖS NELYGYBĖS IR OPTIMALUS 
PLANAVIMAS 


9.1. OPTIMALAUS PLANAVIMO MATEMATINIAI MODELIAI 


Vienas iš svarbiausių ekonomikos uždavinių yra racionalus ūkio 
organizavimas. Dėl ribotų resursų bei technologinių galimybių reikia 
pasirinkti vieną ar kitą jų naudojimo variantą. Sprendžiant problemą 
matematiniais metodais pirmiausia sudaromas atitinkamas jos matematinis 
modelis (matematinis uždavinys). 

Nagrinėjant optimalaus planavimo uždavinius paprastai išskiriamos 
dvi esminės komponentės — ekonominės veiklos dalyvių interesai ir 
galimybės. Interesai išreiškiami tikslo funkcija, o galimybės — leistinąja 
aibe. Pailiustruokime tai pora pavyzdžių. 

9.1.1 uždavinys. Įmonė gamina trijų pavadinimų = D,, D, ir D, 


detales naudodama trijų rūšių — R,, R, 1 R, žaliavas. Žaliavų sąnaudų 


vienai detalei pagaminti bei jų atsargų kiekiai yra šioje lentelėje: 


DA TB T A Tas 
2 





Papildomos išlaidos, susijusios su elektros energijos naudojimu, įrengimų 
amortizacija ir pan. vienai D, detalei sudaro 10 Lt, D, detalei 8 Lt ir D, 
detalei — 5 Lt. Šioms išlaidoms įmonė gali skirti ne daugiau kaip 4000 Lt. 

Pagamintos detalės parduodamos po 50 Lt, 70 Lt ir 40 Lt už D,, D, ir 
D, detalę atitinkamai. 
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Naudodama turimus resursus (žaliavas R,, R, ir R, bei pinigus), 
įmonė nori pagaminti tokius detalių D,, D, ir D, kiekius, kad pardavusi jas 
gautų kuo didžiausias pajamas. 

Sudarykime matematinį uždavinio modelį. Planuojamus pagaminti 
detalių D,, D, ir D, kiekius pažymėkime atitinkamai x,, X; ir X3, O 
rinkinį (vektorių) x = (x,; x;; x4)T pavadinkime gamybos planu. Tam 
tikrais sumetimais plano komponentes rašome stulpeliu — transponuota 
eilute, nors bendru atveju tai nėra būtina. Pajamas už parduotas detales 
pažymėkime P(x). Pagal uždavinio sąlygą 

P(x) = 50x, + 70x, + 40x3. (9.1.1) 
Kadangi įmonės tikslas yra gauti didžiausias pajamas, tai šią funkciją P(x) 
toliau vadinsime tikslo funkcija. 

Aišku, kad analizuoti dera tik realius gamybos planus 
X=(Xjį X3; X))T, ty. tokius, kuriems realizuoti pakaktų turimų žaliavų Rį, 
R, ir R, bei pinigų kitoms išlaidoms. 

Žaliavų R, R, 1 R, sąnaudas planui x įvykdyti pažymėkime 
atitinkamai s,(x), s;(x) ir s3(x), 0 pinigų sumą kitoms išlaidoms s,(x). 
Pagal uždavinio sąlygą gauname tokias jų skaičiavimo formules: 

s(x)= 24 + x + 345 

>(x)= 4 + 25 1 O4 

s(x)= x, + 3, + 2A3, 

s,(x)= 104 + 8x; + Saą. 

Taip pat pagal uždavinio sąlygą turi būti s,(x)<400, s,(x)< 500, 
s3(x) <350 ir s,(x)<4000. Be to, plano x komponentės — neneigiami 
sveikieji skaičiai. 

Taigi prasmingi tik tie planai x, kurių komponentės patenkina šią 
apribojimų sistemą: 
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2xX + x, + 35 < 400, 

45, + 2557 + 4 S 500, 

5 + 3 o 24 S 330 (9.1.2) 
10x, + 8x, + 5x, < 4000, 


X, X;, X, — neneigiami sveikieji skaičiai. 

Jie ir sudaro gamybos optimalaus planavimo uždavinio leistinąją aibę X. 

Gamybos planuotojas turėtų aibėje X rasti tokį planą 
X= (Aj; X;; X,)T, kad pajamos P(x) būtų didžiausioji tikslo funkcijos 
P(x) reikšmė aibėje X . Planas x vadinamas optimaliu gamybos planu, o 
P(x) - optimaliomis pajamomis. 

Glaustai šis uždavinys — gamybos optimalaus planavimo matematinis 
modelis užrašomas taip: 

max (50x, + 70x; +40x3), 


kai | 23 + x + 35 < 400, 
4x + XX + x, S 500, 

» + o 2 R 350 (9.1.3) 
10x, + 8x,; + 5x, < 4000, 


Xy X,, X, € Na, 


čia V; = (0; 1; 2; 3;...) — neneigiamų sveikųjų skaičių aibė. Pažymėkime 


213 400 
4 2 1 500 ė 
| r ga ap 
10 8 5 4000 ka 


Tada (9.1.3) uždavinio tikslo funkciją P(x) galima parašyti formule 
P(x)= (c, x), 


o apribojimų sistemą — taip: 
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Ax<b, 

Aso 
čia N, X No X N,, yra Dekarto sandauga. 

Vadinasi, matematinį modelį (9.1.3) galima parašyti ir matriciniu 
pavidalu: 

max (c, x), 

kai |Ax<b, 

ins 8) 

Šio uždavinio leistinoji aibė yra 

X=(x:AxSb xeN;)X Nj, X No). 

9.1.2 uždavinys. Dvi kepyklos, K, ir K,, kepa duoną pagal trijų 
prekybos centrų, C,, C; ir C4, užsakymą. Pirmoji kepykla iškepė 18 tonų, o 
antroji — 22 tonas duonos. Šią duoną reikia nuvežti į prekybos centrus: 12 
tonų į C,, 8 tonas į C, ir 20 tonų į C4. Vidutinės transporto išlaidos (Lt) 


vienai tonai duonos pervežti yra tokios: 





Tikslas — mažiausiomis transporto išlaidomis nugabenti duoną iš kepyklų į 
prekybos centrus. 
Tegu x; (i=1, 2; j=1, 2, 3) — planuojamas pervežti duonos kiekis 


(tonomis) iš K; į C;. Tada matrica 


Xi Ar X3 
XxX= 
X X X53 


yra bendrasis transporto planas, o 
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P(x) = 50x,, + 20x45 + 7x45 1 10x3, + 40x55 +35x55 
išlaidos šiam planui įvykdyti. Čia turima mintyje, kad išlaidos yra 
proporcingos pervežamam duonos kiekiui, todėl P(x) yra tiesinė funkcija. 

Aišku, jog ne bet kurią matricą 

5 iki av) K) 

ėjo k Ad 

galima laikyti šio uždavinio transporto planu, nes visa duona iš kepyklų turi 
būti išvežta, o prekybos centrų užsakymai įvykdyti. Pagal pirmąją sąlygą 


gauname dvi lygtis: 
Xuitao + X 5 = 18 


O pagal antrąją — dar tris lygtis: 


X, įtX2į = 12 > 
XptX5 = B, 
X151X55 = 20. 


Prie šių sąlygų dera prijungti plano komponenčių x; neneigiamumo sąlygą: 


x; 20, i=1, 2; j=l, 2, 3. 


"2 
Taigi turime tokią plano x komponenčių (matricos x elementų) 
apribojimų sistemą: 


Xi T Jo + Jai = 18, 
X T X 1) X = 22, 

Xi + X = 12, 
B t X = 8, 

Xi3 + X = 20, 


5, Z0 Ii. 2 2,3 


Šios sistemos sprendinių — matricų 
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Xi Zi2 Š) 

= 

X Xp X53 

aibę pažymėkime X . Tai leistinoji transporto uždavinio aibė. Ją sudaro tik 


realūs (įvykdomi) duonos pervežimo planai. Pagal uždavinio sąlygą 
leistinojoje aibėje X reikia rasti tokį transporto planą 


= k Xi, Šj 
ž*|a > > iš 
Xn X Ars 
kad galiotų sąlyga P(x)= min P(x). 
Šio transporto uždavinio matematinis modelis užrašomas taip: 
min P(x),kai xe X (9.1.5) 


arba 
min (50x,, + 20x15 + 7xj4 + 10x5, +40x55 +35X53), 


kai |Xj, + Xp + Js = 18, 
X + X + X = 22, 
Xi + Xn = 12, (9.16) 
12 t X = Ė kė 
Xi3 + X = 20, 


k 2, LŽ 


Čia pateikėme tik tiesinių optimalaus planavimo uždavinių 
pavyzdžius. Juose ir tikslo funkcija, ir apribojimai (nelygybės bei lygtys) yra 
tiesiniai. Tai paprasčiausi matematinio modeliavimo pavyzdžiai. 
Susipažinus su jais, galima imtis ir sudėtingesnių. 

Tiesinių optimalaus planavimo matematinių modelių pranašumas yra 
tas, kad jiems spręsti kartais galima pritaikyti grafinį metodą. Šis metodas 
pagrįstas tiesinės funkcijos savybėmis, tiesinių lygčių sistemos sprendimu 
bei tiesinių nelygybių sistemos sprendinių aibės grafiniu vaizdavimu. 

Tiesiniams optimalaus planavimo uždaviniams spręsti visada galima 
naudoti gana universalų simplekso metodą, kurį visai nesunku realizuoti 
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kompiuteriu. Su šiuo metodu galima susipažinti kitose knygose, pavyzdžiui, 


[1] ir [3]. 


9.2. TIESINĖS NELYGYBĖS SPRENDINIŲ AIBĖS 
GRAFINIS VAIZDAVIMAS 


Tarkime, f(x) yra m kintamųjų A, X5,..., X„, sudarančių rinkinį 
x = (21: Zaios £,), tiesinė funkcija, ty. 

J(4)=4, 43 Pa T dA a 
o b —bet kuris realusis skaičius. Tada nelygybes 

J(x)sb, f(x)<b, f(x)2b, f(x)>b 


vadinsime tiesinėmis nelygybėmis su n nežinomųjų. Jas galima užrašyti 


taip: 
tų Xp ly Ty A A SB, (22.14) 
G Abajaus, <, (9.2.2) 
B - Zr Pay As TT, 2, ŽĖ, (9231 
di A dy, Rb. (9.2.4) 


Padauginus (9.2.3) iš (-1), galima gauti priešingo ženklo tiesinę 
nelygybę, panašią į (9.2.1). Taip pat iš (9.2.4) galima gauti (9.2.2) pavidalo 
tiesinę nelygybę. Todėl toliau nagrinėsime tik (9.2.1) ir (9.2.2) tiesines 
nelygybes. Pirmoji kartais vadinama negriežta, o antroji — griežta tiesine 
nelygybe. 

Tiesinės nelygybės (9.2.1) sprendiniu vadinamas toks skaičių rinkinys 
X = (315 X33..5 X,), su kuriuo skaičiai a, -X, +a5-X; +...+a,-X, ir b lygūs 
arba tarp jų galioja nelygybė a,-X, +45-X5; +...+a,-x, <b. Visų šios 


tiesinės nelygybės sprendinių aibę pažymėkime X. 
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Griežtos tiesinės nelygybės (9.2.2) sprendiniu vadinamas tik toks 
skaičių +; = 2), X) = Ty X,=2, Kakinys = (5) 5 L), Su kuriuo 
tarp skaičių a,-X +0,-X;+..+a,-X, iro b galioja nelygybė 
a; -X, -05 Xp + a) E,<b. 

Taigi tiesinės nelygybės 

a, “X, +05*x5 +... 0, X, Sb 
sprendinių aibė X yra tiesinės lygties 

a X, +05-X +. ta, X, =b 
sprendinių aibės (pažymėkime ją X,)ir griežtos tiesinės nelygybės 

a X +0 X +... ta, X, <b 
sprendinių aibės (pažymėkime ją X „) sąjunga, t.y. 

X=X, L Xx. 

Aišku, kad X, ir X, bendrų elementų neturi. 

Kiekvieną realųjį skaičių x, galima suvokti kaip tiesės taško 
koordinatę, realiųjų skaičių porą (x,;x;) — kaip plokštumos taško 
koordinates, o trejetą (x,; x; x4) — kaip erdvės taško koordinates. Vadinasi, 
tiesinės nelygybės su vienu nežinomuoju a,-x,<b bei a,-x, <b 
sprendinius galima vaizduoti skaičių tiesės taškais. Tiesinės nelygybės su 
dviem nežinomaisiais a,-x, +45-x,; <b bei a,-x, +45;-x, <b sprendinių 
(X; X,) aibė užpildo kurią nors plokštumos sritį. Pavaizdavę geometriškai 
tiesinės nelygybės su trimis nežinomaisiais a,-x, +45-x; +05-x5 Sb bei 
a, X, +0;:xX; +04-x4 <b sprendinius (X,; X;; Xį), gautume erdvės taškų 
aibę. 

9.2.1 pavyzdys. Pavaizduokime geometriškai šių tiesinių nelygybių su 
vienu nežinomuoju sprendinių aibes: 

a) 2x, <6; c) 5x, < 20; 
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b) 35 >—6; d) 2x, 2-7. 
Kadangi sprendinių aibės yra realiųjų skaičių intervalai: a) 
(-; 3]; b) (2); O) (—;4); d) [-3,5; e), tai visų nelygybių 
sprendinių aibių geometriniai vaizdai yra skaičių tiesės spinduliai (9.2.1 
pav.). Nelygybių 2x, <6 ir 2x, 2-7 sprendinius vaizduojantys spinduliai 
uždari (priklauso pradžios taškai), o kitų dviejų nelygybių — atviri (nes 


pradžios taškai nepriklauso sprendinių aibėms). 


B) 0 123 X, 

b) -2-1 0 X, 

0) 0 1 2 3 4 7 

d) -4-3-2-1 0 X. 
9.2.1 pav. 


9.2.2 pavyzdys. Pavaizduokime geometriškai tiesinių nelygybių su 

dviem nežinomaisiais 
a) 2x,-3x,; S0 ir b) 4x, +3x, <12 

sprendinių aibes. 

Sprendimas. a) Tiesinės nelygybės 

21-31, S0 
sprendinių (X,; X,) aibę X sudaro tiesinės lygties 

2x, -3x, =0 
ir griežtos tiesinės nelygybės 

21, —32, 0 
sprendinių aibių, atitinkamai X; ir X„, sąjunga: X=X, LU Xp. Aibės X, 


geometrinis vaizdas — tiesė L, einanti per taškus (0; 0) ir (3; 2) (9.2.2 
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pav.). Vaizduodami taškais griežtos nelygybės 2x, -3x, <0 sprendinius, 
pavyzdžiui, (-2; —1), (-2; 2), (3; 4), pastebėsime, kad visi jie yra 
vienoje tiesės L pusėje (9.2.2 pav.). Be to, šios nelygybės sprendiniai 
užpildo visą tą pusplokštumę. Šią pusplokštumę užtušuokime (9.2.2 pav.). 
Taigi tiesinės nelygybės 2x,-3x, <0 sprendinių aibės X geometrinis 


vaizdas yra užtušuotoji pusplokštumė su kraštu — tiese L. 





9.2.2 pav. 


b) Tiesinė nelygybė 4x, +3x, <12 yra griežta. Jos sprendinių aibei X 
nepriklauso tiesinės lygties 4x, +3x, =12 sprendiniai, kurių geometrinis 
vaizdas — tiesė L, einanti per taškus (3; 0) ir (0; 4) (9.2.3 pav.). Tačiau ši 
tiesė svarbi vaizduojant nelygybės 4x,+3x, <12 sprendinius, todėl, kad 
juos atitinkantys plokštumos taškai yra vienoje jos pusėje. Taigi nubrėžus 
tiesę L belieka nustatyti, katrą pusplokštumę užpildo nelygybės sprendiniai. 
Testavimui pasirinkime bet kurį vienos pusplokštumės tašką, pavyzdžiui, 
(0; 0). Matome, kad jis tinka nelygybei 4x, +3x, < 12. Iš to darome išvadą, 
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jog ta pusplokštumė, kurioje yra pasirinktasis taškas, ir yra nelygybės 


sprendinių aibės X geometrinis vaizdas (9.2.3 pav.). 





9.2.3 pav. 


Norėdami pažymėti, jog pusplokštumės kraštas — tiesė L nepriklauso 
aibei X , šią tiesę subrūkšniuokime. 

Remdamiesi šiais pavyzdžiais, apibendrinkime bet kurios tiesinės 
nelygybės su dviem nežinomaisiais 

a X +0,-X, Sb (9.2.5) 
sprendinių aibės X geometrinį vaizdavimą. 

Išskirkime du atvejus: 1) bent vienas iš koeficientų a, ir a, nelygus 
nuliui; 2) a, = a; = 0. 

Pirmuoju atveju tiesinės lygties a,-x, +4;-x, =b sprendinių aibės 
geometrinis vaizdas — kuri nors plokštumos tiesė L. Ši tiesė padalina 
plokštumą į dvi pusplokštumes. Vieną pusplokštumę užpildo griežtos 
nelygybės a,-x, +4;:x,; <b sprendiniai, o kitą — griežtos nelygybės 
a, X, +a;-x, >b sprendiniai. Taigi (9.2.5) nelygybės sprendinių aibės 
geometrinis vaizdas yra pusplokštumė su kraštu — tiese L (9.2.4 pav.). Kad 
galima būtų nustatyti, katrą  pusplokštumę apibrėžia nelygybė 
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a, X +a,-x, <b, pakanka pasirinkti bet kurį tašką (xP; x9), nesantį 
tiesėje L, ir apskaičiuoti a, -x) +a, -x9 . Sugretinus skaičius a, - x? +a, - xD 
ir  b lengva pasirinkti reikiamą  pusplokštumę  — nelygybės 
a, -X, +a,-x, <b sprendinių aibę. Pasirinktąją pusplokštumę pažymėkime 
rodykle prie tiesės L ir užtušuokime. 9.2.4 pav. pavaizduotas atvejis, kai 
skaičius a, -x? +a, -x9 didesnis už b. 


X; 







X 


(a,x, +45x) > b) 


(a, x, +a5x5 < b) 





9.2.4 pav. 


Antruoju atveju, t.y. kai a, = a, = O, turime tokią tiesinę nelygybę: 
0-x, +0-x5 Sb. (9.2.6) 
Kai 520, jai tinka kiekviena realiųjų skaičių pora (x, X;). Vadinasi, 
nelygybės sprendinių aibė yra 
X=((4: X,): 57 < R, x, e R). 
Šios aibės geometrinis vaizdas — visa plokštuma. Jeigu b< O, tai (9.2.6) 
nelygybė sprendinių neturi, ty. X=0. Tuščioji aibė grafiškai 
nevaizduojama. 
Sprendžiant ekonominio pobūdžio uždavinius paprastai rūpi ne visa 
tiesinės nelygybės sprendinių aibė, o tik kuri nors jos dalis. Natūraliausias 
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apribojimas — sprendinio komponenčių neneigiamumo sąlyga. Neretai 
sutinkamas ir sprendinio komponenčių sveikaskaitiškumo reikalavimas. 
9.2.3 pavyzdys. Grafiškai pavaizduokime tiesinių nelygybių su dviem 
nežinomaisiais 
a) 5-x,-2-x, 210; 
b) 0-x, +3-x, S 6; 
c)4-x3,-0-x,2 8 


neneigiamų sprendinių aibes. 





9.2.5 pav. 
Sprendimas. Pirmiausia brėžiame tiesinių lygčių 5-x,-2-x, =10, 


0-x, +3-x, = 6 ir 4-3, -0-x, = 8 sprendinių aibių grafikus — tieses L,, 
L, 1 L, (9.2.5 pav., 9.2.6 pav. ir 9.2.7 pav.) ir pažymėkime rodyklėmis prie 
jų griežtų  nelygybių  5-x3,-2-x5;>10, O-x,+3-x3,< 6 | bei 
4-x,-0-x, > 8 sprendinių aibių pusplokštumes. Šių pusplokštumių 
sankirtos su pirmuoju kvadrantu ir yra ieškomosios aibės. Jas užtušuokime 
(9.2.5 pav., 9.2.6 pav. ir 9.2.7 pav.). 
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9.2.6 pav. 





9.2.7 pav. 


9.2.4 pavyzdys. Pavaizduokime grafiškai tiesinių nelygybių su dviem 
nežinomaisiais 
a) 3x, +4x; <12 irb) x +x, <5 


neneigiamų sveikaskaičių sprendinių aibes. 
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9.2.9 pav. 


Sprendimas. a) Pirmiausia brėžiame tiesę L, — tiesinės lygties 
3x, +4x, =12 sprendinių aibės grafiką. Tam tikslui pasirenkame du 
sprendinius — (4; 0) bei (0; 3) ir pažymime juos plokštumoje (9.2.8 pav.). 
Nelygybės 3x, +4x, <12 sprendinių pusplokštumei nustatyti pasirenkame 
koordinačių pradžios tašką (0; 0). Jo koordinatės tinka nelygybei, todėl 
rodykle prie tiesės L, pažymime tą pusplokštumę, kurioje yra taškas 
(0; 0). Neneigiamų nelygybės 3x,+4x, <12 sprendinių aibė yra šios 
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pusplokštumės ir pirmojo kvadranto sankirta. Tai trikampiu OAB apribota 
plokštumos sritis. Sveikaskaičiai sprendiniai yra visi šios srities taškai, kurių 
abi koordinatės — sveikieji skaičiai. Jie 9.2.8 pav. pažymėti ryškiais taškais. 

b) Tiesinės nelygybės x,+x,<5 sprendinių aibės geometrinis 
vaizdas — rodykle pažymėta pusplokštumė (9.2.9 pav.), bet jos kraštas — 
tiesė I, sprendinių aibei nepriklauso. Neneigiamų sprendinių aibė — 
trikampiu OMN apribota sritis be įžambinės MN. Neneigiamų 
sveikaskaičių sprendinių aibė (pažymėkime ją X,) tokia: 

X, =((0; 0); (0; 1); (0; 2); (0; 3); (0, 4); (15 0); (15 1); (1; 2); 

(1 BD 0 B LG 25 G 0 G 0 00) 


Šios aibės elementai 9.2.9 pav. pažymėti taškais. 
9.3. TIESINIŲ NELYGYBIŲ SISTEMOS 


Tiesinių nelygybių su 7 nežinomųjų 
Gi“ X +0p5: 5) Eu Plių“ x, sb, 
dj > X, +45; > Xx, +..t 43, £ X, < b,, 


Ant Am Xp TA X <b 


n m 
sprendinių aibes pažymėkime atitinkamai X,, X3,..., X „„ Tada aibė 
X=X, M X, M... X, vadinama tiesinių nelygybių sistemos 
di: X, 05: X, +... 0 x,„Sb, 
aj: X, + 055: X; +..ta, “X <b,, 
dis (9.3.1) 


Anži Ti A tes lų A SB 
sprendinių aibe. Taigi tiesinių nelygybių sistemos (9.3.1) sprendinys yra toks 
skaičių rinkinys (xX,; X5;...; X,), kuris tinka kiekvienai sistemos nelygybei. 
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Panašiai galima apibūdinti ir kitokių tiesinių nelygybių sistemas bei jų 
sprendinius. 

Optimalaus planavimo uždaviniuose tiesinių nelygybių sistemomis 
kartais aprašomi plano komponenčių apribojimai. Pavyzdžiui, 9.1.1 
uždavinyje gavome tokią tiesinių nelygybių sistemą: 

2x. + X, + 35 S 400, 
4x + 2xX, + x, S 500, 
X > 2 R 350 
10x, + 8x, + 5x4 < 4000. 


(9.3.2) 


Nesunku pastebėti, kad jos sprendinių aibė X netuščia, nes yra skaičių 
rinkinių, kurie tinka visoms keturioms nelygybėms: (0; 0; 0), 
(10; 20; 50), (101,5; 23,2; 47,6) ir t.t. Čia pat atkreipkime dėmesį į tai, 
kad ne visa šios sistemos sprendinių aibė X yra 9.1.1 uždavinio leistinoji 
aibė, o tik tam tikra jos dalis (poaibis). Pagal uždavinio sąlygą leistinaisiais 
gamybos planais gali būti tik tie (9.3.2) sistemos sprendiniai (x,; X;; Xą), 
kurių visos trys komponentės neneigiami sveikieji skaičiai. 

Kai nežinomųjų yra vienas, du arba trys, bet kurios tiesinių nelygybių 
sistemos sprendinių aibę galima pavaizduoti geometriškai. Žinoma, tuščia 
aibė nevaizduojama. Išnagrinėkime kelis pavyzdžius. 

9.3.1 pavyzdys. Pavaizduokime geometriškai tiesinių nelygybių 


sistemos 
"E 
K o—- > RO2 (93.35) 
žo žo —Ž 


sprendinių aibę X. 
Sprendimas. Viename brėžinyje (9.3.1 pav.) pavaizduokime tiesinių 
nelygybių 2x,+3x,; <12, x,-x;2-2 ir x,2-2 sprendinių aibes. Tai 


pusplokštumės, kurių kraštai yra atitinkamai tiesės Ip, L, ir Iz. Sprendinių 
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pusplokštumės pažymėtos rodyklėmis prie tiesių. Šių pusplokštumių 
sankirta ir yra sistemos (9.3.3) sprendinių aibė X . Ji 9.3.1 pav. užtušuota. 
Atkreipkime dėmesį į tai, kad į vieną sistemą jungiamos tiesinės 
nelygybės, turinčios tuos pačius nežinomuosius. Todėl ir trečiąją (9.3.3) 
sistemos nelygybę x,>2-2 laikome tiesine nelygybė su dviem 


nežinomaisiais: 0-x, +1-x, 2-2. 


[(0; 2) 





9.3.1 pav. 


9.3.2 pavyzdys. Pavaizduokime geometriškai tiesinių nelygybių 
sistemos 
532+>4232 
(9.3.4) 
2xX, + x, 2 4, 


sprendinių aibę X. 
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Sprendimas. Brėžiame tiesinių lygčių x,+x,;=2, 3x,-x;=3, 
2x, +x, =4 ir x, +x, =—-l sprendinių aibių grafikus — tieses 4, L, Lp ir 
L, (9.3.2 pav.). Tuo tikslu pasirenkame po du kiekvienos lygties sprendinius 
ir pažymime juos atitinkamais plokštumos taškais. Paskui nustatome 
kiekvienos tiesinės nelygybės sprendinių pusplokštumę ir pažymime ją 
rodykle prie atitinkamos tiesės. Iš 9.3.2 pav. matome, kad šios keturios 


pusplokštumės neturi nė vieno bendro taško. Todėl (9.3.4) sistemos 
sprendinių aibė X tuščia: X = O. 





9.3.2 pav. 


9.3.3 pavyzdys. Pavaizduokime tiesinių nelygybių sistemos 


2x, + 5x, S 10, 
4x,. + 3x, < 12, (9.3.5) 
>» + 1 


neneigiamų sprendinių aibę X. 
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Sprendimas. Pavaizduojame kiekvienos nelygybės sprendinių aibę ir 
nustatome visų trijų pusplokštumių sankirtą. Tai trikampiu ABC apribota 
plokštumos sritis (9.3.3 pav.). Šios srities ir pirmojo kvadranto bendroji 
dalis (ji 9.3.3 pav. užtušuota) yra ieškomoji aibė X — (9.3.5) tiesinių 
nelygybių sistemos neneigiamų sprendinių aibė. 





9.3.3 pav. 
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9.4. OPTIMALAUS PLANAVIMO UŽDAVINIŲ 
GRAFINIS SPRENDIMAS 


Šiame skyrelyje susipažinsime su bene paprasčiausiu — grafiniu — 
optimalaus planavimo uždavinių sprendimo metodu. Jis ypač patogus, kai 
uždavinio apribojimų sistemoje tėra du laisvi nežinomieji, o kiti — baziniai. 
Tada galima naudotis brėžiniu plokštumoje ir pagal jį rasti optimalias 
nežinomųjų reikšmes. 

Čia pat turime pasakyti, kad grafinis metodas nėra universalus - jį ne 
visada galima pritaikyti. Tačiau šis metodas prasmingas bent jau todėl, kad 
yra vaizdus ir padeda geriau suvokti optimalųjį planavimą. 

Pradėkime nuo uždavinio su dviem nežinomaisiais: 

min (CX, + C5X>), 

kai | aj X, +0,5x5 S bp, 

aj X, +055X, S b,, (94.19 


amX, + 4,X2 S bp 
Čia 9(x)=c x, +c5x; yra tikslo funkcija, o leistinoji aibė X - tiesinių 
nelygybių sistemos 
a X +45X5 S bi, 
aj X, +055X, S bp, 
(9.4.2) 


am +4,X S bp 
sprendinių aibė. 
Pavaizdavę leistinąją aibę X grafiškai (kai X * 5), gautume kuria 
nors laužte apribotą plokštumos sritį — m pusplokštumių sankirtą (9.4.1 
pav.). Ši sritis gali būti baigtinio ploto arba begalinio. Pirmuoju atveju srities 
kraštas — kuris nors iškilasis daugiakampis (9.4.1 pav.; a). Antruoju atveju 
sritis X ne iš visų pusių apribota (9.4.1 pav.; b). 


266 Taikomoji matematika 


X; 


a) „2 b) 





xi 
0 


9.4.1 pav. 


Optimaliojo taško x = (x; x,)7 paiešką aibėje X išnagrinėkime tuo 


atveju, kai jos grafikas yra daugiakampiu apribota plokštumos sritis (9.4.2 


pav.). 


X; 





9.4.2 pav. 
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Pasirinkime bet kurį leistinosios srities (aibės X ) tašką xV. Tikslo 
funkcijos reikšmę f(x?) pažymėkime z4. Taigi z4= p(x0)=c x? +C5x9. 
Sudarykime tiesinę lygtį 

či * CX, = Zr 
Tai tikslo funkcijos lygio lygtis. Jos sprendinių aibę L(z4) sudaro tie taškai 
X=(x,; X,), kuriuose tikslo funkcijos p(x)= c x, +c;x; reikšmės lygios 
Zą: 

L(zg)=[(x4: X5): CX, +C5X5 = Zo). 

Šios aibės geometrinis vaizdas yra tiesė, kurią toliau vadinsime tikslo 
funkcijos lygio tiese (9.4.2 pav. ji pažymėta z=zg). 

Kaip ir bet kuri kita tiesė, lygio tiesė z=z, padalija plokštumą į dvi 
pusplokštumes. Vienoje yra tiesinės nelygybės cjx, + C;X; < zg Sprendiniai, 
o kitą užpildo priešingos nelygybės cjx, +cC>X; > Zz; Sprendiniai. Tegu 
rodykle prie tiesės z=z4; pažymėtoje pusplokštumėje tikslo funkcijos 
p(x)=cx, +C5x, reikšmės yra mažesnės už z4. Vadinasi, daugiakampiu 
MNDE apribotoje srityje optimalaus taško tikrai nėra. Todėl šią sritį 
“nupjauname" ir toliau analogiškai nagrinėjame tikslo funkcijos reikšmių 
kitimą daugiakampiu ABCNM apribotoje srityje. 

Dabar pasirinkime kurį nors vidinį srities  ABCNM tašką 
x!=(x!; x)), apskaičiuokime z,= f(x!)=c,>x!+c,-x1 ir sudarykime 
lygio lygtį 

CX tCX = Zi. 

Jos sprendinių aibės grafikas yra tiesė z=z, (9.4.2 pav.). Nesunku įrodyti, 
kad ši lygio tiesė yra lygiagreti su lygio tiese z=z4. Taip yra todėl, kad 
abiejų lygio lygčių 

CX CX =Zg T CX A C5X5 = 


koeficientai tie patys. 
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Kadangi srityje KLCNM tikslo funkcijos reikšmės didesnės už z,, tai 
ją irgi “nupjauname". Toliau nagrinėjame sritį ABLK , kurioje funkcijos 
p(x)=c X, +C;x, reikšmės mažesnės už zj. 


X; 





a) 


0. „0 
(Xr > X)) 


Xi 





9.4.3 pav. 


9. Tiesinės nelygybės ir optimalus planavimas 269 


Ribinė lygio tiesė z= z (skaičius z — nežinomas), einanti per tašką 
B, apibrėžia optimalaus planavimo uždavinio (9.4.1) sprendinį 
X=(3; X,). Šios sprendinio komponentės yra taško B koordinatės. 
Apskaičiavę jas, galėtume rasti ir optimalią tikslo funkcijos reikšmę Zz: 

Z= f(K) = + 0575. 


X; 





9.4.4 pav. 
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Analogiškai galima samprotauti ir tuo atveju, kai (9.4.1) uždavinio 
leistinosios srities X plotas yra begalinis (9.4.3 pav.). 

Nagrinėdami tikslo funkcijos reikšmes aibėje X pastebėtume, jog yra 
dvi galimybės: 1) optimalus taškas aibėje X egzistuoja (9.4.3 pav.; a) ir 2) 
tikslo funkcijos reikšmių mažėjimas yra begalinis ir todėl optimalaus taško 
aibėje X nėra (9.4.3 pav.; b). Konkretus rezultatas, žinoma priklauso ir nuo 
tikslo funkcijos p(x)= Cx, +c;x, koeficientų, ir nuo apribojimų sistemos 
(9.4.2) koeficientų bei laisvųjų narių. 

Trumpam sustokime prie atvejo, kai optimizavimo uždavinys (9.4.1) 
turi ne vieną sprendinį. Ribinė lygio tiesė z=Z gali eiti kuriuo nors 
leistinosios aibės X kraštu. Tada visi to krašto (atkarpos arba spindulio) 
taškai optimalūs (9.4.4 pav.). 

Dabar optimalaus planavimo uždavinių sprendimo grafinį metodą 
pailiustruosime keliais pavyzdžiais. 

9.4.1 pavyzdys. Tiesinių nelygybių sistemos 


o— S Rd 
6Gx, + x, < 43, (9.4.3) 
2 4 a 3 


sprendinių aibėje X raskime tašką, kuriame tikslo funkcija 
p(x)= 3x, +4x, įgyja mažiausią reikšmę. 

Sprendimas. Pirmiausia pavaizduokime grafiškai leistinąją aibę X. 
Tuo tikslu brėžiame tieses 


L,: 3X, = 5x; = -17, 
L 6 + x) = 43, 
Li X +243 = 9 


ir nustatome pusplokštumes, kurias apibrėžia (9.4.3) sistemos nelygybės. 
Tas pusplokštumes pažymime rodyklėmis prie tiesių (9.4.5 pav.). Šių 
pusplokštumių bendroji dalis (sankirta) ir yra leistinoji sritis X . 
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9.4.5 pav. 


Trikampio ABC viduje pasirinkime bet kurį tašką, pavyzdžiui, 
(4; 4). Tikslo funkcijos p(x)=3x, +4x; reikšmė jame yra z4= 28. 
Sudarykime lygio lygtį 

3x, +4x, = 28 
ir pavaizduokime grafiškai jos sprendinių aibę. Gausime lygio tiesę z = 28, 
einančią per taškus (4; 4) ir (0; 7). Rodykle pažymėkime pusplokštumę, 
kurioje tikslo funkcijos reikšmės mažesnės už 28. Testavimui galima 
pasirinkti bet kurį tašką, nesantį tiesėje z = 28, pavyzdžiui, koordinačių 
pradžią (0; 0). 

Trikampiu MBN apribotoje srityje tikslo funkcijos reikšmės didesnės 
už 28, todėl šią srities X dalį “nupjauname" ir toliau tiriame tikslo 
funkcijos reikšmių kitimą tik srityje AMNC. 

Ribinė lygio tiesė z = Z eina per vienintelį leistinosios srities X tašką 
A. Darome išvadą, jog uždavinys turi vienintelį sprendinį. Taške A kertasi 
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tiesės L, ir L, todėl jo koordinatėms rasti sprendžiame tiesinių lygčių 
sistemą 

Iš — Str = —17, 

x + 2 = 9. 

Gauname x =(1; 4) — tikslo funkcijos p(x)= 3x, +4x; minimumo aibėje 
X tašką. 

Apskaičiuokime mažiausią (aibėje X) tikslo funkcijos 
p(x)=3x, +4x, reikšmę Z: 

z=0(x)=3-1+4-4=19. 

9.4.2 pavyzdys. Išspręskime uždavinį 

max (2x, +6x;), 


kai | 3 — 5 Žž O-89 
t 5 R 1 
2 = o = 4 
ais R 0 


Sprendimas. Leistinoji aibė X yra penkių pusplokštumių sankirta 
(9.4.6 pav.). Jos kraštai yra tiesių x,-3x; =-9 (I]), X +x5=7 (Lp), 
2x,-3x; =4 (L2), x, =0 (L,) ir x, =0 (L5) atkarpos. Žinoma, lygtys 
x =0 ir x,=0 čia yra su dviem nežinomaisiais: 1-x,+0-x,;=0 ir 
O0-x,+1:x,=0. Nelygybės x,20 ir x,20 taip pat su dviem 
nežinomaisiais. Jas galima taip rašyti: 1-x,+0-x, 20 ir O-x,+1-x5; 20. 

Pasirinkime bet kokį, pavyzdžiui, lygų nuliu tikslo funkcijos 
p(x)= 2x, +6x, reikšmių lygį ir nubrėžkime lygio tiesę z=0. Jos lygtis 
yra 2x, +6x, =0. Rodykle prie lygio tiesės pažymėkime didesnių už nulį 
(pasirinktąjį lygį) tikslo funkcijos reikšmių pusplokštumę. 


9. Tiesinės nelygybės ir optimalus planavimas 273 





9.4.6 pav. 


Pasirinkę bet kurį kitą leistinosios aibės tašką x? (jo koordinatės 
nesvarbios), galėtume nubrėžti per jį einančią lygio tiesę z = z4, nes pagal 
bendrąją teoriją ji yra lygiagreti su lygio tiese z=0; čia z4 — tikslo 
funkcijos reikšmė taške x? (ji taip pat nesvarbi brėžiant lygio tiesę z = zg). 
Rodykle pažymėtoje pusplokštumėje tikslo funkcijos reikšmės yra didesnės 
už Zo. 

Galiausiai išsiaiškiname, kad ribinė lygio tiesė z = Z, einanti per tašką 
B (9.4.6 pav.), apibrėžia ir optimalųjį tašką X = (X,; X,), ir didžiausiąją 
tikslo funkcijos p(x)= 2x, + 6x, reikšmę (aibėje X) Z. 

Taško B koordinates (x,; X;) rasime išsprendę tiesinių lygčių (Z,) ir 
(L,) sistemą 


žXot B= 7 
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Gauname x =(3; 4)ir Zz=((x)=2-3+6-4= 30. 

Pastaba. Lygio lygtį z = 0 pasirinkome norėdami žinoti lygio tiesių 
kryptį (visos lygio tiesės tarpusavyje lygiagrečios!). Lygio tiesė z= Z4 
padeda apsispręsti renkantis ribinę lygio tiesę z = Z, atitinkančią uždavinio 
sąlygą. 

9.4.3 pavyzdys. Išspręskime uždavinį 

min (8x, +10x;), 


kai [34 — 453, Ž —16, 
X o Sa S 29 
3 —- 21, < 15 LA 
4x. + Sx, 2 20. 





9.4.7 pav. 
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Sprendimas. Norėdami pavaizduoti leistinąją aibę X , sudarome šias 
tiesines lygtis: 3x,-4x; =-16 (Lp), x +5x;=39 (Lp), 3x,-2x, =15 
(L) bei 4x,+5x, = 20 (L,), pasirenkame po du sprendinius ir brėžiame 
tieses — šių lygčių sprendinių aibių grafikus (9.4.7 pav.). Nelygybėms 
testuoti galima imti koordinačių pradžios tašką (0; 0), nes per jį neina nė 
viena iš keturių tiesių. Pagal šio testavimo rezultatus nustatome visų 
nelygybių sprendinių pusplokštumes ir pažymime jas rodyklėmis. 

Toliau brėžiame lygio tieses: z = 0 (jos lygtis 8x, +10x5; =0), z= 26 
(jos lygtis 8x, +10x;5 = zg) ir ribinę — z= Zz. Kadangi tiesės L, lygtis yra 
4x,+5x, = 20, 0 lygio tiesės z = z lygtis 8x, +10x;5 = Z, tai gauname, kad 
lygio tiesė z=Z sutampa su tiese L,. Taigi aibės X kraštas AD yra 
sudarytas iš optimalių taškų. Juose visuose tikslo funkcijos reikšmė ta pati: 
p(x)= 40. 

Taigi (9.4.5) uždavinio sprendinių (optimalių taškų) aibė yra atkarpa, 
jungianti taškus (0; 4) ir (5; 0). Rasime šios atkarpos taškų koordinates. 

Lengva matyti, jog atkarpos AD taškų abscisės kinta tarp nulio ir 
penkių, t.y. x, e[0; 5]. Iš tiesės L, lygties 4x,+5x, = 20 randame ordinatę 
X;: X; =4—0,8x,. Vadinasi, atkarpą AD sudaro taškai (x,; 4— 0,8x,), kai 
x, <[0; 5]. Abscisė x, čia yra parametras, kurį galima žymėti ir kita raide, 
pavyzdžiui, +. Tada (9.4.5) uždavinio sprendinių aibė — pažymėkime X — 
yra 

X=((1; 4-081): O<:<5). 

9.4.4 pavyzdys. Išspręskime uždavinį 

max (4x, + 2x;), 
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(9.4.6) 
Xi >|> X; 2 3, 
+ 20 20 


Sprendimas. Leistinoji aibė X bei lygio tiesės z=0 ir z= Zg 
(z4 > 0) pavaizduoti 9.4.8 pav. Kadangi tikslo funkcijos p(x)= 4x, + 2x5 
reikšmės didėja rodykle (prie lygio tiesės z= z4) pažymėta kryptimi, o 
leistinoji sritis X iš tos pusės neapribota, tai tikslo funkcijos reikšmių 
didėjimas yra begalinis ir todėl (9.4.6) uždavinys sprendinių neturi. Kitaip 
sakant, aibėje X nėra taško, kuriame tikslo funkcijos reikšmė didžiausia. 





9.4.8 pav. 
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9.5. GRAFINIO METODO TAIKYMO PAVYZDŽIAI 


9.5.1 uždavinys (optimalaus gamybos planavimo). Sakykime, firma 
planuoja gaminti prekes G, ir G;, naudodama trijų pavadinimų žaliavas: 


R,, R, ir R,. Jų sąnaudos prekės kiekio vienetui pagaminti bei turimos 


atsargos surašytos šioje lentelėje: 


BAKA K TS 
2 





Bendrosios išlaidos (žaliavoms, įrengimų amortizacijai, elektros energijai, 
darbo užmokesčiui ir kt.) prekės G, kiekio vienetui sudaro 210 Lt., o prekės 
G, kiekio vienetui — 170 Lt. Abi prekės parduodamos vienodomis kainomis 
— po 250 Lt už kiekio vienetą. 

Sudarykime optimalų prekių G, ir G, gamybos planą dviem atvejais: 

a) kai firma siekia tik kuo didžiausių pajamų; 

b) kai firma siekia gauti kuo didžiausią pelną. 

Sprendimas. Pirmiausia sudarykime uždavinio matematinį modelį. 
Tegu x=(xj; x;) prekių G, ir G; gamybos planas, P(x) — pajamos, o 
U(x) - pelnas, gautas pardavus pagamintas prekes. Pagal uždavinio sąlygą 
tada 

P(x) = 250x, + 250x;, 

U(x)=(250—210)x, +(250—170)x; = 40x, + 80x;. 

Žaliavų R; sąnaudas pažymėkime s;(x); i=1, 2, 3. Pagal lentelėje 
pateiktą informaciją gauname tokias jų skaičiavimo formules: 

s(x)= 2x, +12x5, 
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s)(x)= 2x, +335, 

s4(x) = 9x, +344, 
o taip pat šiuos apribojimus: 

s (x) < 720, $;(x)< 270, s,(x)< 900. 
Prie šių sąlygų reikia prijungti plano komponenčių neneigiamumo sąlygą: 
x 20, x, 20. 


Taigi uždavinio leistinoji aibė X yra tiesinių nelygybių sistemos 


21, + 12x, = 720, 
2 ko Jr S 270, 
9 + 35 8 90, 
* 2043 20 


sprendinių (x,; x,) aibė. 

Kai firmos tikslas — gauti kuo didžiausias pajamas P(x), turėtume 
spręsti optimalaus planavimo uždavinį: 

max (250x, + 250x;), 


kai |2x, + 12x, < 720, 
Žako J 8 20 95.1) 
9x + 3x, S 900, 
i Zz 03 20 


Antruoju atveju tikslo funkcija yra pelnas U(x). Dabar optimalus 


gamybos planas būtų kito uždavinio — 
max (40x, +80x,;), 


kai |2x, + 12x, < 720, 
24 + 3k S 270, (9.5.2) 
9x + 3x, S 900, 
x R ŪU3) = 0 


sprendinys. 
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Ir vieną, ir kitą uždavinį galima išspręsti grafiniu metodu. Jų 
sprendimo eigos čia neaprašinėsime, o pateiksime tik brėžinius. 9.5.1 pav. 
matome pajamų optimizavimo vaizdą: leistinąją sritį X, apribotą 
daugiakampiu OABCD, tikslo funkcijos P(x)= 250x, +250x; nulinio 
lygio tiesę z = O bei didžiausių pajamų lygio tiesę z = Z. Taip pat surašytos 
visų daugiakampio OABCD viršūnių koordinatės. Jas nesunku apskaičiuoti. 
Tereikia išspręsti atitinkamų lygčių sistemas. Matome, kad didžiausias 
pajamas duosiantis gamybos planas yra x = (90; 30). 





9.5.1 pav. 


Pelno, t.y. funkcijos U(x) = 40x, +80x, optimizavimas pavaizduotas 
9.5.2 pav. Leistinoji aibė, aišku, ta pati, kaip ir pirmojo uždavinio. Kitokia 
tik pelno lygio tiesių kryptis. Didžiausio pelno lygio tiesė z = z* eina per 
tašką B. Taigi didžiausią pelną duosiantis gamybos planas yra 
x* = (60; 50). 
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9.5.2 pav. 


Palyginkime pajamas ir pelną optimaliuose taškuose. Gausime 

a) P(x)=250-90+250-30 = 30000, 

U(x)=40-90+80-30 = 6000; 

b) P(x*) = 250-60+ 2250-50 = 27500, 

U(x*)=40-60+80-50 = 6400. 

Matome, kad didžiausios pajamos negarantuoja didžiausio pelno. 


Esant toms pačioms gamybos sąlygoms, didesnį pelną kartais galima gauti 
net sumažėjus pajamoms. 


9.5.2 uždavinys (optimalaus paskirstymo). Dvi kepyklos, K, ir K,, 
kepa duoną pagal trijų prekybos centrų, C,, C; ir C5, užsakymą. Pirmoji 


kepykla iškepė 18 tonų, antroji — 22 tonas duonos. Šią duoną reikia nuvežti į 
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prekybos centrus: 12 tonų į C,, 8 tonas į C, ir 20 tonų į C4. Vidutinės 


transporto išlaidos (Lt) vienai tonai duonos pervežti yra tokios: 





Tikslas — mažiausiomis transporto išlaidomis nugabenti duoną iš 
kepyklų į prekybos centrus. 

Tai 9.1.2 uždavinys (žr. 247 psl.). Jo matematinis modelis yra (9.1.6): 

min (50xj, + 20x15 + 7x,5 + 10x5, + 40x55 +35x55), 


kai Xi į + Xi> + X = 18, 
Žn t ož +) KĄ = 2 
Xi + Toi = 12, 
ži (9.5.3) 
Xi2 + Za = 8, 


X; 20; i=1, 2, j=l, 2, 3. 


Šį uždavinį galima išspręsti pritaikius grafinį metodą. 

Pirmiausia išspręskime apribojimų lygčių sistemą. Kad būtų patogiau 
taikyti Gauso ir Žordano metodą, sukeiskime lygtis vietomis ir parašykime 
sistemą taip: 

Xi + Xp = 12, 


Tip + X = 8, 


| 
to 
o 


Xi3 + Xn = 


Xi X T O X3 


|| 
m 
oo 


X + X + X = 22. 
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Toliau 

I)h+LL+L-L, 
Xi + Ari = 12, 
X15 + Za = 8, 
Xi3 + X5 = 20, 
X K Ap t X = 22 
žy + a KOX = ŽŽ 

2 -L+l, L- Iš 
Zi; X 5 = 0, 
*i2 t X = 8 
Xi3 + X5 = 20, 
Zy P Ap + R S ŽŽ 
0 s= 0 


Paskutiniąją lygtį pašaliname iš sistemos, nes ji yra tapatybė. Iš kitų lygčių 


bazinius nežinomuosius X į, Xj2, Xj> Ir X;, išreiškiame laisvaisiais — X;; ir 


Xną: 
Xi = X35 + X33 A. 10, 
X = 8 — X, 
22 2 (9.5.4) 
xa = 20 —- Ars 
Xaį = 22 = X5 = Xn3. 


Taikydami šias nežinomųjų sąryšio formules, (9.5.3) uždavinį 
pakeičiame tokiu uždaviniu su dviem nežinomaisiais: 
min (60x;; + 68x;5 + 20), 
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kai |X551 +  X5 2 10, 
X25 £ £ 
X S 20, (9.55) 





9.5.3 pav. 
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Tarę, kad pora (X;,; X;4) yra šio uždavinio sprendinys, gautume 
(pagal (9.5.4) formules) kitų nežinomųjų reikšmes: 
Xi = X5p + X55 -10, 
Xi = 8-5, 
Xi3 = 20 == X53 5 
Tada matrica 
X>2+X3,1-10 8-X,, 20-X 
==| 22 5 = H 22 z 5 (9.5.6) 
22- X) —- X5 X52 X53 


būtų (9.5.3) uždavinio sprendinys — optimalus duonos paskirstymo planas. 

Lieka išspręsti (9.5.5) uždavinį. Aišku, jog galima taikyti grafinį 
metodą. Sprendimo eigą iliustruoja 9.5.3 pav., todėl jos čia neaprašinėsime. 
Tikslo funkcijos p(x)= 60x;; + 68x;;4 +20 lygio tiesių krypčiai nustatyti 
pasirinkime lygį 20. Lygio tiesė z = 20 eina per koordinačių pradžią. Jos 
lygtis yra 15x;3 +17x;3 = 0. Optimalų lygį Z atitinka lygio tiesė z=Z, 
einanti per leistinosios srities tašką (8; 2). Taigi (8; 2) yra vienintelis 
(9.5.5) uždavinio sprendinys. Todėl į matricą (9.5.6) įrašome x;,, =8 ir 
X,„ =2. Gauname tokį optimalų duonos paskirstymo prekybos centrams 
planą: 

0 0 18 

2 -|5 8 | 
Transporto išlaidos (Lt) šiam planui įvykdyti yra mažiausios: 

Z=((x)= 636. 

Tęsdami šio uždavinio analizę, galėtume sudaryti ir patį blogiausią, 
t.y. brangiausiai kainuosiantį duonos pervežimo planą x*. Iš 9.5.3 pav. 
matyti, jog jį atitinka taškas (2; 20), t.y. x;3 = 2 ir x;4 = 20. Tada pagal tas 


pačias sąryšio formules (9.5.4) gautume 


9. Tiesinės nelygybės ir optimalus planavimas 285 


Ą 12 6 0 
“Lė 2 
Šio plano įvykdymo kaina (Lt) būtų z*= p(x*) = 1500. 


9.5.3 uždavinys (optimalios gamybos be atliekų planavimo). 
Numatoma gaminti penkių pavadinimų D;, i=1, 2, 3 4, 5 detales 


naudojant žaliavas R;, j=1, 2, 3. Šių žaliavų sąnaudos vienai detalei bei 


turimos jų atsargos (tam tikrais kiekio vienetais) yra tokios: 





Pardavus būtų galima gauti 20 Lt pelną už kiekvieną D, detalę, 25 Lt už 
D,,12Ltuž D,,5 Ltuž D, ir44 Lt už D. 
„ Detalių gamybą reikia suplanuoti taip, kad visos turimos žaliavos būtų 
sunaudotos, o gautasis pelnas — didžiausias. 
Sprendimas. Sakykime, x = (x; X5; X4; X4i X5) yra detalių D,, 
i=1,..., 5 gamybos planas, o U(x) — gautasis pelnas. Pagal uždavinio 


sąlygą gauname tokią pelno skaičiavimo formulę: 


U(x)= 20x, +25x;+12x5 + 5x,+44x5. (95.73 
Nesunku sudaryti ir apribojimų sistemą: 

2Xx, + 35 +15 + 3 = 7100 

4 + 25 5 33 tox, o +) 7) => 790, 


(9.5.8) 


Mm k o o) 4 + Ta, + OL 1160, 


x; 20, i=1, 23,4, 5. 
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Pirmosios trys sąlygos yra lygtys, nes pagal uždavinio sąlygą gamyba yra be 
atliekų — visos turimos žaliavos turi būti sunaudotos. 

Dar pastebime, kad šiame uždavinyje svarbi plano komponenčių 
sveikaskaitiškumo sąlyga. Tačiau kol kas į ją nekreipkime dėmesio. Plano 
komponenčių  sveikaskaitiškumą smulkiau panagrinėsime sprendimo 
pabaigoje. 

Taigi turime tokį optimalios gamybos be atliekų planavimo 
matematinį modelį: 

max (20x, +25x,+12x5 +5x,+44x4), 

kai |2x, + 4 + p 5 oo TO 

44 + 2) + 33 17 4) + 7 — 00 (9.5.9) 
X + 2 +> 40 + 1 + 1] = LIGŲ 
x; 20, i=1, 2,3, 4, 5. 
Apribojimų lygčių sistemą 
2x, + 3 4 1lax, + xp = 710, 
4x, + 2x3 + 3 tox, +) o 72, = 790, (9.5.10) 
SX + x) + 41, + 7x, + Ix, = 1160 
sudaro trys tiesinės lygtys su 5 nežinomaisiais. Todėl mažiausiai du 
nežinomieji yra laisvi. Spręsdami šią sistemą Gauso ir Žordano metodu, ne 
tik išsiaiškinsime, kiek yra laisvų nežinomųjų, bet ir gausime bazinių 
nežinomųjų išraiškas laisvaisiais nežinomaisiais. Atlikime tokius (9.5.10) 
sistemos pertvarkius: 

1) 25 +L,, —3E, +2Ln 

2x, + R + lb, + 5) = 700, 
21, = 3 = 2, + B O— —030 
—1230; 
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2-L+L 
2x, + 3 + lx, + x) = 710, 
2 — 3 o— 2, + Sk, = — 030, 
— 4x, — 20x, + 12x; = — 600, 


3 3 > A 
3) ŽL+L, -žL t 16 


2x; — 4x, + 10x4; = 260, 


Matome, kad x, ir x; yra laisvi nežinomieji, O X,, X; Ir X — 

baziniai. Jų sąryšio formulės tokios: 
2 = 130 + 2), — Sus 

—90 + 3x, + 2x,, (9.5.11) 
150 — Zx, + 34i. 

Įrašę šias išraiškas į pelno U(x) formulę (9.5.7), gauname 

U(x)= 20(130+2x, -5x5)+25(-90 +3x, + 2x5)+ 

+12(150 —5x, +3x5)+5x, +44x5 = 2150 +60x, +30x4. 
Analogiškai pertvarkome ir apribojimų sistemą (9.5.8). Pirmosios trys 
sąlygos (lygtys) tampa tapatybėmis, todėl jas iš sistemos pašaliname. Vietoje 
nelygybių x; 20, i=1, 2, 3, 4, 5 sistemos gauname tokią: 


X; 


x3 


2 — L Žo — LŽ 
3 + 2 90 
Sk = 3 S 50 


x, 20, x; 20. 


Šitaip matematinį modelį (9.5.9) su penkiais nežinomaisiais pakeitėme 
ekvivalenčiu optimalaus planavimo uždaviniu su dviem nežinomaisiais: 
max (2150+60x, + 30x5), 
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kai |25, — 314 Ž — 130, 
3, + 2) R 90 (95.12) 
34 — M S 130, 
x, 20, x; 20 


Šį uždavinį išspręskime grafiniu metodu. Čia pateikiame tik 
sprendimo geometrinį vaizdą — 9.5.4 pav. Pagal jį randame vienintelį 
sprendinį (60; 50). Įrašę x, = 60 ir x; =50 į sąryšio formules (9.5.11) 


gauname vienintelį (9.5.9) uždavinio sprendinį X: 
x =(0; 190; 0; 60; 50). 


Xs 






(-10; 20) N 


x, 


9.5.4 pav. 


Jeigu būtų pasirinktas toks detalių D;, i=1, 2, 3 4, 5 gamybos 
planas, būtų sunaudotos visos turimos žaliavų R ja j=1, 2, 3 atsargos, o 
pelnas U(x) — didžiausias: 


U(x)=20-0+25-190+12-0+5-60+44-50 = 7250. 
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Grįžkime prie aukščiau minėtos plano komponenčių 
sveikaskaitiškumo problemos. Šiame uždavinyje jos spręsti nereikėjo, nes 
visos optimaliojo plano x komponentės — sveikieji skaičiai. 

Jei bent viena optimaliojo plano x komponentė būtų trupmeninė, 
leistinojoje aibėje tektų ieškoti artimiausio taško x* su sveikosiomis 
koordinatėmis. Bet artumas čia matuojamas ne atstumu tarp taškų X ir x*, 
o tikslo funkcijos U(x) reikšmių U(x) ir U(x*) skirtumu. Sveikaskaičio 
optimaliojo plano x * paieška bendru atveju yra gana komplikuota. Tam yra 


taikomi specialūs algoritmai. Jų čia nenagrinėsime. 


9.6. UŽDAVINIAI 


9.6.1. Pavaizduokite grafiškai šių tiesinių nelygybių sprendinių aibes: 
1) 3x, +5x, 215; 

2) 5x,-3x; 215; 

3) 34,51, * 15; 

4) 4x, +7x, 20; 

5) 6x,-5x; <0. 

9.6.2. Pavaizduokite šių tiesinių nelygybių sprendinių aibių sankirtą: 
1) 4x,-3x;2-12 ir 2x,+x5<4; 

2) —7x, +8x, <28 ir 14x,+10x, 235; 

32) 2 +320 r 24431, ž 0 

4) 3x,-4x;20 ir 3x,-4x,S<12; 


5) 51 +, 56, O. +53-2A2,*22 ir 240225. 
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9.6.3. Pavaizduokite šių tiesinių nelygybių sistemų sprendinių aibes: 
1) * + 55 £ 10 


ZL r3 R 0 
Žo = S G 
2) 5 + T = ZL 
jų k T R G 
žo Ed 
X - XS 3 
30) | + x, ž 0, 
* + 25 0 
* + 320 
x + 4x, 2 0, 
4) | 53 - x, S 0, 
35 > 4, 50 
x + 30, 
> 8 t 
32 124 > 5 22 
2x—- X, 24, 
5 + Ra a 
»x+ RA 


9.6.4. Pavaizduokite tiesinių nelygybių sistemos sprendinių aibę ir 
apskaičiuokite jos kontūro viršūnių koordinates: 


Bb | 1 2-3 2j Xx - A ĄŽŠ2 
Žž k OZ l, 44 + 3 S 25, 
> MR A — A k 3 
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3) |64 —- 71, 2 -30, 4) [24 = 3, 2 —-12, 
x + 4x, < 26, 4x + X, < 46, 
Sx, + 2x, S 40, * + 25 S 22 
x; 20); 2x —- 3, S 16, 
5) |4xX - 3, 2 —-6, 
5-3 - 
žr + 3 S 27, 
24 t 3 £ 36, 
ZX, > X S 20 


x 20, x,20. 


9.6.5. Grafiniu metodu išspręskite šiuos optimalaus planavimo 


uždavinius: 

a) max (x, +X5), b) min (x, - 2x;), 

kai | 2 + 21, S 10, kai |2x3, + 5x,; < 43, 
3x, — 8x, S 16, 24 — Jas S —LA 
x 20, 24, = 22 1; 

c) max (4x, + 7x5), d) min (2x, —2x;), 

kai |353 — 21, 2 -8, kai [3x, + 2x,; < 33, 
X - x, S j = M R-4 
x = Ms 3 Žr, = Ša £ 4 
x 20, x,20; x 20 


9.6.6. Tegu X yra tiesinių nelygybių sistemos 


ūx, — 5 > —13, 
x + x, S 14, 
Sx, — x) < 40, 
3xX, + 8x, 2 24 


sprendinių aibė. Raskite funkcijos p(x), xe X didžiausią ir mažiausią 


reikšmes, taip pat taškus, kuriuose tos reikšmės įgyjamos, šiais atvejais: 
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a) O(*)- —2x, +5x5; 

b) p(x)=3x, +5x5; 

€) p(x)=3x, +8x). 

9.6.7. Išspręskite optimalaus planavimo uždavinius: 
a) max (2x, +3x,),kai xe X; 

b) max (4x, +11x,),kai xe X; 

c) max (9x, +5x,), kai xe X; 

d) max (3x, +x;),kai xe X; 


čia X yra tiesinių nelygybių sistemos 


24 —- 355 ŽO-8 

x, + Sx, < 28, 

3 4 Šo 2 
20, x;20 


sprendinių aibė. 

Taip pat raskite šių uždavinių sveikaskaičius sprendinius. 

9.6.8. Dviejų pavadinimų siuviniams, S, ir S,, naudojami trijų 
artikulų audiniai A,, A, ir A;. Audinių sąnaudų normos (metrais) 
kiekvienam siuviniui, turimos atsargos (metrais) ir pelnas (litais) už 
kiekvieną parduotą siuvinį pateikti šioje lentelėje: 


ZA 
A 270 
E S" 
BA. | 8 
LTC EE S 


Sudarykite didžiausią pelną duosiantį siuvimo planą (turėdami 





mintyje, kad visi siuviniai bus parduoti). 
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Taip pat ištirkite, ar turėtų įtakos optimaliam planui tokie pelno 
pokyčiai: 

a) pelnas už kiekvieną S, ir S, siuvinį padidėja po 5 Lt; 

b) pelnas už kiekvieną S, ir S, siuvinį sumažėja po 5 Lt; 

c) pelnas už kiekvieną S, siuvinį padidėja 5 Lt, o už S; sumažėja 5 

Lt; 

d) pelnas už kiekvieną S, siuvinį išlieka toks pat, o už S, sumažėja 

per pusę. 

9.6.9. Statybos bendrovė trims objektams (O,, O,, 04) statyti perka 
cementą iš dviejų gamyklų, G, ir G,. Užsakymai yra atitinkamai 100 tonų, 
150 tonų ir 120 tonų. Iš pirmos gamyklos nupirkta 180 tonų cemento, o iš 
antrosios — 190 tonų. Cementą iš gamyklų reikia nugabenti į statybos 
objektus, paskirstant jį taip, kad bendrosios transporto išlaidos būtų kuo 
mažesnės. 

Sudarykite optimalų cemento pervežimo planą, kai vidutinės vienos 
tonos cemento pervežimo kainos (litais) yra tokios: 


a) 
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Taip pat įvertinkite optimalaus plano sudarymo naudą, apskaičiuodami 
skirtumą tarp blogiausio (brangiausio) plano ir geriausio (pigiausio) plano 
kainos. 

9.6.10. Detalių D,, D,, D,, D, ir D; gamybai naudojamos trijų 
rūšių, R,, R, ir R,, žaliavos, kurių atsargos yra atitinkamai 880, 390 ir 540 


tam tikrų kiekio vienetų. Žaliavų sąnaudos kiekvienai detalei tokios: 





Sudarykite optimalų — didžiausias pajamas duosiantį — detalių gamybos 
planą taip, kad visos turimos žaliavų atsargos būtų sunaudotos. Pajamas 
skaičiuokite pagal šias detalių kainas (litais): 

a) p=(100; 150; 20; 30; 10); 

b) p= (100; 100; 30; 20; 20); 

c) p=(150; 10; 20; 20; 30). 
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10. ĮVYKIAI IR JŲ TIKIMYBĖS 
10. 1. ĮVYKIO SĄVOKA 


Įvykis apskritai nėra matematinė sąvoka. Šiuo žodžiu vadinami įvairūs 
gamtos, ekonominiai ir pan. reiškiniai, kurie gali įvykti susidarius tam 
tikroms sąlygoms. Visuma sąlygų, duodančių galimybę pasirodyti 
stebimajam įvykiui, paprastai vadinama bandymu arba eksperimentu. 
Tačiau, atlikus bandymą, laukiamas įvykis gali ir nepasirodyti. Pavyzdžiui, 
laimėjimas tenka ne kiekvienam įsigytam loterijos bilietui, ne bet kuris 
nusipirktų akcijų paketas duoda dividendų ir t.t. Įvykiai, kurie, atlikus 
eksperimentą, gali pasirodyti arba nepasirodyti vadinami atsitiktiniais 
įvykiais. Žinoma, kartais tam tikromis sąlygomis kai kurie įvykiai būtinai 
įvyksta. Pavyzdžiui, 1009C temperatūros vanduo, esant normaliam slėgiui, 
užverda; jei vandens temperatūra mažesnė negu 100*C, vanduo neverda. Tai 
būtini įvykiai. Nesunku pateikti ir negalimų įvykių pavyzdžių — metus 
lošimo kauliuką, atsivers 7 akutės; išmestas į viršų akmuo, nenukris ir pan. 

Atsitiktinių įvykių matematinių modelių kūrimas ir jų taikymas yra 
matematikos šakos, vadinamos tikimybių teorija, objektas. Bandant 
modeliuoti atsitiktinius reiškinius, įvykio sąvokai tenka suteikti matematinę 
prasmę. Tai nesunku padaryti pasitelkus aibių teoriją. 

Tarkime, kad metamas (vieną kartą) lošimo kauliukas. Šis bandymas 
gali baigtis tik viena iš šešių galimybių: atsivers sienelė su viena akute, 
atsivers sienelė su dviem akutėmis ir t.t. Šias šešias skirtingas galimybes 
pavadinkime bandymo baigmėmis ir pažymėkime jas 04, 0,,..., 04. Taip 
su šiuo bandymu susiejome baigmių aibę O = (0; 0,; 05; 04; 05; 06). 
Monetos metimo bandymo baigmių aibė yra 02 = (0); 0,). Čia 0), reiškia 
galimybę atsiversti herbui, 0, — galimybę atsiversti skaičiui. Akcinės 


bendrovės akcijos kaina po tam tikro laiko tarpsnio gali padidėti (00, ), likti 
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nepakitusi (0,) arba sumažėti (0,). Vadinasi, šio eksperimento baigmių 
aibė yra 62 = (0); 0,; 00,). Jei “laimės ratas" suskirstytas į penkis sektorius 
(10.1.1 pav.), tai galime tarti, kad eksperimento baigmių aibė sudaryta iš 
penkių elementų: 0), 05, 05, 04, Os. Čia 0), reiškia galimybę, kad, 
pasukus ratą, rodyklė apsistos sektoriuje, pažymėtame skaičiumi į 
(/=1, 2, 3, 4, 5). Taigi su kiekvienu bandymu galima susieti jo baigties 
galimybių — baigmių aibę O= (04; 05;...; 0,). Čia mes tariame, kad 
baigmių kiekis yra baigtinis ir lygus n, ne N.. 


10.1.1 pav. 


Baigmių aibės gali būti ir begalinės, pavyzdžiui, 02 = (0,; 0,;...) arba 
a=[0 : ae[a:b]), [a; b] - realiųjų skaičių intervalas. Begalinė 
baigmių aibė €2= (0); 0,;...) gali būti vartojama, pavyzdžiui, nagrinėjant 
skambučių kiekį telefono stotyje per tam tikrą laikotarpį, nes telefono 
skambučių kiekis gali būti kiek norima didelis (jei laiko intervalas ilgas). 
Kitas pavyzdys — matuojamas laiko tarpsnis iki prietaiso pirmojo gedimo. 
Šio bandymo baigmių aibė yra 60= (0,, ae[0; T)]; čia 0, reiškia 
galimybę prietaisui sugesti laiko momentu 4, x €[0; T], T>0. Šitokias 
begalines baigmių aibes visuomet galima pakeisti baigtinėmis, jei jas 
suskaidome į baigtinį intervalų kiekį. Taigi baigtinių baigmių aibių 
nagrinėjimas nelabai siaurina šios teorijos taikymo galimybes. 

Nagrinėdami įvykius, kurie gali pasirodyti atlikus eksperimentą, 
pastebėtume, kad vienos baigmės yra jiems palankios, o kitos — ne. 
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Pavyzdžiui, tegu A yra įvykis, jog, metus lošimo kauliuką, atsivers 
nelyginis akučių skaičius. Tuomet baigmių aibės 6 = (0); 05;...; 05) 
baigmės 0), 0,, 00; yra palankios įvykiui A, 0 05, 0, ir 0; — nepalankios 
jam. Taip gauname įvykiui A palankių baigmių aibę (0,; 05; 05). 
Pažymėkime ją taip pat kaip ir įvykį — raide A. Ir bet kurį kitą su šiuo 
eksperimentu susijusį įvykį galima užrašyti jam palankiomis baigmėmis. 
Pavyzdžiui, įvykis B, jog atsivers nemažiau kaip penkios akutės, užrašomas 
taip: B= (05; 05). Šitaip kiekvieną įvykį sutapatiname su jam palankių 
baigmių aibe. Bendruoju atveju — kai eksperimento baigmių aibė yra 
O0= (0; 0; 0,), o A — koks nors įvykis (susijęs su šiuo 
eksperimentu), kuriam palankios baigmės 0), 0,,..., 0),, rašoma 
A= (0); 0;;...; 0,). Taigi įvykį A suvokiame kaip jam palankių baigmių 
aibę. 

Įvykis, kuriam palankios visos eksperimento baigmės, yra būtinasis. 
Būtinąjį įvykį visuomet žymėsime £2. 

Negalimajam įvykiui palankių baigmių nėra, todėl šis įvykis žymimas 
tuščios aibės simboliu J. 

Jei įvykis nėra nei būtinas, nei negalimas, tai jis — atsitiktinis. 

Elementariuoju vadinamas įvykis, kuriam palanki tik viena baigmė. 
Tarę, kad 60 = (0,; 0,;...; 0,), turėtume n elementariųjų įvykių: 

E, = [0,), E, = (0,),..., E, = [0,). 

Pateiktoje įvykio formalizavimo schemoje kiekvienas įvykis yra 
baigmių aibės €2= (0); 0,;...; 0,) tam tikras poaibis (tuščioji aibė D ir 
pati €2 taip pat laikomos aibės €2 poaibiais). Savo ruožtu kiekvienas aibės 
€2 poaibis yra įvykis. Vadinasi, su bet kuriuo eksperimentu susiejome 
įvykių aibę, susidedančią iš visų aibės €2 poaibių. 

Apibrėšime veiksmus su įvykiais ir pailiustruosime juos geometriškai 
vadinamosiomis Veno diagramomis (John Venn — anglų filosofas, 1834 — 
1883). 
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Įvykių A ir B sąjunga (žym. AU'B) yra įvykis, kurį sudaro 
eksperimento baigmės, palankios bent vienam iš įvykių A ir B (10.1.2 
pav.). 


(65) leB) 


10.1.2 pav. 10.1.3 pav. 
G e 
10.1.4 pav. 10.1.5 pav. 


Įvykių A ir B sankirta (žym. Arm B) yra įvykis, kurį sudaro abiems 
įvykiams — ir A,ir B palankios eksperimento baigmės (10.1.3 pav.). 

Įvykių A ir B skirtumas (žym. AVB) yra įvykis, kurį sudaro įvykiui 
A palankios, bet nepalankios įvykiui B baigmės (10.1.4 pav.). 

Įvykiui A priešingas įvykis (žym. A ) yra įvykis 021 A (10.1.5 pav.). 

Naudojantis įvykių sąjungos bei sankirtos apibrėžimais galima surasti 
ir daugiau negu dviejų įvykių sąjungą A, UA,0..40A, ir sankirtą 
A, M ANNA, m> 2. 
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Įvykiai A ir B vadinami nesutaikomais, kai AN B=0 (10.1.6 
pav.). Jei šią savybę turi bet kurie du iš įvykių A,, A;,..., A,„,, tai šiuos m 


įvykių vadinsime poromis nesutaikomais. 


6 


10.1.6 pav. 


Pailiustruokime veiksmus su įvykiais pavyzdžiu. Tegu: 

1) A — įvykis, jog, pasukus “laimės ratą“ (10.1.1 pav.), rodyklė 
apsistos arba pirmame, arba antrame, arba trečiame sektoriuose; 

2) B — įvykis, jog rodyklė apsistos arba antrame, arba trečiame, arba 
ketvirtame sektoriuose; 

3) C — įvykis, jog rodyklė apsistos arba ketvirtame, arba penktame 
sektoriuose. 

Tuomet turėsime: 

A= 03; 0,; 05), 

B= (0); 05; 04), 

C= 10,; 05), 

AUB= [0,; 0,; 05; 05), 

ANB= 0; 05), 

AUC= (0; 05; 05; 04; 05)= 0, 

AriC=d, 

AVB=|0y], 

BVA=([0,], 
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BVC= (0); 0;). 
Matome, kad AU C yra būtinasis įvykis, o įvykiai A ir C — nesutaikomi. 
Pateiksime vieną svarbią įvykių savybę: 
| bet kurį įvykį galima išreikšti elementariųjų įvykių sąjunga. 
Iš tikrųjų, jei A= (04; 0);...; 0,), tai iš įvykių sąjungos apibrėžimo 
išplaukia, kad 
A= (0) L (05 )L..0[0,]) = E LU E50..U0E,„. (10.1.1) 


10. 2. ĮVYKIO TIKIMYBĖS APIBRĖŽIMAS 


Atsitiktinio įvykio pasirodymo galimybė matuojama realiuoju 
teigiamu mažesniu už vienetą skaičiumi, vadinamu šio įvykio tikimybe. Jei 
sakome, kad rytoj lietaus tikimybė didelė, tai suprantame, kad ši tikimybė 
yra artima vienetui ir reiškia, kad rytoj tikriausiai lis. Maža įvykio tikimybė 
yra artimas nuliui skaičius, kuris mums sako, jog įvykis tikriausiai neįvyks. 

Matematiškai tikslus įvykio tikimybės apibrėžimas remiasi 
matematine įvykio samprata. 

Tarkime, kad A - bet kuris eksperimento įvykis. Tikimybe vadinama 

funkcija P= P(A), kuri patenkina šias aksiomas: 

I: P(A)20; 

II. P(0)=1; 

III. P( A, O A50..45A,)= P( A, )+ P(45)+-.+P(A,) bet kuriems poro- 

mis nesutaikomiems įvykiams A,, A3,..., Ap. 

Įvykio A tikimybė yra funkcijos P reikšmė P( A). 

Iš pateiktojo apibrėžimo nesunkiai išvedamos šios tikimybės savybės: 
| 1 savybė. P(2)=0. 

Iš tikrųjų, kadangi JU = €2, tai pagal III aksiomą 
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P(0)+ P(O)= P(O). 
Iš čia P(0)= 0. 
2 savybė. P(A)=1- P(A). 

Ši savybė įrodoma iš lygybės A U A = O pritaikius III ir II aksiomas: 

P(A)+ P(A)= P(O)=1, 

P(A)=1- P(A). 
| 3 savybė. 0< P(A)<1. 

Pagal I aksiomą P(A)2 0. Kadangi P(A)=1- P(A) ir P(A)20, tai 
P(A)<1. 

4 savybė. P(AUB)=P(A)+ P(B)- P(Am B), A ir B —- bet kurie 

įvykių aibės įvykiai. 

Norėdami įrodyti, atkreipkime dėmesį, kad įvykiams A ir B teisingos 
lygybės 

AUB=AU(B14), 

B=(ANB)U(BVA). 
Kadangi jose dėmenys yra nesutaikomi įvykiai, tai pagal III aksiomą 
gauname 

P(AUB)=P(A)+ P(BVA), 

P(B)= P(AnB)+ P(BV A). 
Iš pirmosios lygybės panariui atėmę antrąją, turėsime 

P(AUB)-P(B)= P(A)- P(An B). 
Perkėlę narį P(B) į dešiniąją lygybės pusę, gausime 4 savybę. 

Taigi kiekvieno įvykio tikimybę nusako kuris nors intervalo [0; 1] 
skaičius. Be to, negalimojo įvykio tikimybė lygi nuliu: (P(0)=0), o 
būtinojo — vienetui ( P(€2) = 1). 
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10. 3. TIKIMYBIŲ SKAIČIAVIMAS 


Naudojantis praeitame skyrelyje pateiktuoju apibrėžimu galima 
apskaičiuoti bet kurio eksperimento įvykio tikimybę. Tam pakanka žinoti 
elementariųjų įvykių tikimybes. Iš tikrųjų jeigu €2= (0; 053... 0,), O 
A= (0; 0;;...; 0,), mSn, yra kuris nors eksperimento įvykis, tai pagal 
(10.1.1) formulę įvykį A sudaro elementarieji įvykiai E,, E,,..., E „, t.y. 

A=E UE,;U..UE.„, 

o iš tikimybės apibrėžimo III aksiomos gauname 

P(A)= P(E,)+ P(E,)+..+P(E.„). (10.3.1) 
Pastebime, kad eksperimento visų „7 elementariųjų įvykių tikimybių suma 
lygi vienetui. Tai išplaukia iš apibrėžimo II ir III aksiomų: 

P(E,)+ P(E,)+..+P(E,)= P(E, LU E50U..40E,)= P(O)=1, 
nes 

E, U E;U...UE, = £2. 

Vadinasi, gavome šitokią įvykio tikimybės skaičiavimo taisyklę: 

įvykio tikimybė yra lygi jį sudarančių elementariųjų įvykių tikimybių 

sumai. 

Dabar išsiaiškinsime, kaip randamos elementariųjų įvykių tikimybės. 
Paprasčiausia jas apskaičiuoti klasikiniu atveju — kai visi elementarieji 
įvykiai vienodai galimi. Tada 

P(E,)= P(E,)=...= P(E,). 

Tegu p= P(E;), i=1, 2,..., n. Tuomet iš lygybės 

P(E,)+ P(E,.4AP(E,)=1 

gauname np=l! ir 
1 

p= 
Taigi vienodo galimumo atveju elementariųjų įvykių tikimybės 
skaičiuojamos pagal formulę 
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1 
P(E)=—, i=15 2-4 E 
n 
Įrašę šią elementariųjų įvykių tikimybės reikšmę į (10.3.1) formulę, 
gauname 


P(A)=—. (10.3.2) 


Vadinasi, 
kai  elementarieji įvykiai yra vienodai galimi, tai įvykio 
A= (03; 05;...; 0,) tikimybė P(A) yra lygi šiam įvykiui palankių 


baigmių skaičiaus m ir visų eksperimento baigmių skaičiaus n 
„m 
santykiui —. 
n 


Ši tikimybės skaičiavimo taisyklė dažnai vadinama Klasikiniu tikimybės 
apibrėžimu. 

Taikant (10.3.2) formulę tikimybei apskaičiuoti, reikia, kad 
eksperimento elementarieji įvykiai būtų vienodai galimi. Dažnai 
elementariųjų įvykių vienodas galimumas suvokiamas intuityviai. 

Pavyzdžiui, metant monetą, viena jos pusė neturi daugiau galimybių 
atsiversti negu kita — abu elementarieji įvykiai yra vienodai galimi. Taigi 
1 
2 
Čia E, = (0,) — įvykis, jog atsivers herbas, E, =(0,) — jog atsivers 


P(E,)= P(E,)= 


skaičius. 

Simetriško lošimo kauliuko metimo eksperimentas susietas su šešiais 
vienodai galimais elementariaisiais įvykiais E; = (0,) — atsivers sienelė su 
i akučių (i=1, 2,..., 6). Vadinasi, 


1 
P(E )= P(E;)=...= P(Ep) ==. 


Čia dėl kauliuko simetriškumo neturime pagrindo manyti, kad kuri nors 
sienelė turi daugiau galimybių atsiversti negu kitos. 
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Truputi sudėtingesnis eksperimentas yra dviejų lošimo kauliukų 
metimas. Šio bandymo baigmių aibę sudaro poros 0; =(ų;; Vj); Čia p, 
i=1, 2,..., 6, reiškia vieno kauliuko galimą metimo rezultatą, 0 v Ls kito, 
J=1, 2,..., 6. Taigi iš viso yra 36 baigmės, o kartu ir 36 elementarieji 
įvykiai, kurie yra vienodai galimi. 

Kad būtų paprasčiau, vienodai galimų elementariųjų įvykių atveju 
toliau tiesiog sakysime, jog baigmės yra vienodai galimos. 

Panagrinėkime keletą tikimybių skaičiavimo pavyzdžių, kai bandymo 
baigmės yra vienodai galimos. Šitokiais atvejais įvykio tikimybė 
apskaičiuojama pagal klasikinę (10.3.2) formulę. 

10.3.1 pavyzdys. Tegu A —- įvykis, jog metus lošimo kauliuką, 
atsivers arba penkios, arba šešios akutės. Kadangi visos šešios bandymo 
baigmės vienodai galimos, įvykiui A palankių baigmių yra dvi, tai 

2 I 

P(A)= z = 3 

10.3.2 pavyzdys. Metami du lošimo kauliukai. Raide A pažymėkime 
įvykį, jog ir pirmasis, ir antrasis kauliukas atsivers penkiomis arba šešiomis 
akutėmis. Iš 36 vienodai galimų baigmių 0; įvykiui A palankios keturios: 
055 = (Us; V5), Osg = (Us) Vg), Ogs = (Us) Vs), Ogs = (Us; Vs). Todėl 

P(A)= 2 = Ž 2 

36 9 

10.3.3 pavyzdys. Lagamino spynelei atrakinti reikia surinkti keturių 
skaitmenų kodą. Apskaičiuokime tikimybę atrakinti lagaminą atsitiktinai 
surinkus keturis skaitmenis. 

Sprendimas. Sakykime, A - įvykis, jog atsitiktinai surinkus keturis 
skaitmenis, lagaminas atsidarys. Kadangi kiekvieną kodo skaitmenį galima 
parinkti iš dešimties skaitmenų, tai gauname 104 vienodai galimų baigmių. 
Iš jų tik viena palanki įvykiui A — tai spynelės kodas. Vadinasi, 
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1 
P(A)= —=(0,0001. 
(A) 104 ę 


Jau iš šių kelių pavyzdžių matome, kad, skaičiuojant konkretaus 
įvykio tikimybę, tenka sukonstruoti baigmių aibę, nustatyti, kiek ji turi 
elementų ir kelios baigmės yra palankios tiriamajam įvykiui. Dažnai tai 
padaryti nėra lengva. Čia gelbsti įvairios kombinatorikos formulės. 
Dažniausiai taikomas priminsime. 

Sakykime, A = (a,; a5;...; a,) — bet kokia aibė. Jos elementų rinkinys 
(Xi Xi Xp), X, e A, i=1, 2,..., k vadinamas junginiu. 

Kai junginio elementai yra skirtingi, tai jis vadinamas nekartotiniu 
gretiniu arba tiesiog gretiniu. Nekartotinių gretinių iš 7 elementų po k 
(k <r) skaičius žymimas A,“ ir išreiškiamas formule 

Ak =r(r-1)...(r-k+1). (10.3.3) 

Kartotiniu gretiniu vadinamas toks junginys, kurio elementai gali ir 
pasikartoti. Kartotinių gretinių iš 7 elementų po k skaičius BX yra lygus 
pb; 

Bi =rk. 

Pastebime, kad pagal šią formulę buvo apskaičiuotas baigmių aibės 
elementų kiekis 10.3.3 pavyzdyje “atrakinant lagaminą". 

10.3.4 pavyzdys. Iš raidžių rinkinio sudėtas žodis RESPUBLIK A. 
Kokia tikimybė, kad sumaišę korteles ir atsitiktinai sudėję į eilę septynias 
korteles, gausime žodį PUBLIK A? 

Sprendimas. Kadangi iš 10 raidžių turime pasirinkti septynias, o 
dedant jas iš eilės svarbi jų tvarka, tai baigmių aibėje yra 

Al, =10-9-8-7-6-5-4 = 604800 
elementų. Tik viena baigmė yra palanki nagrinėjamam įvykiui, todėl jo 
tikimybė lygi 1/604800. 

Kai (10.3.3) formulėje k=r, gauname kėlinių kiekio P. iš r 


elementų formulę 
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P =r-(r-1)-..-2-1=r!. 

Kitaip tariant, aibės A elementus a,, a;,..., a, galima surikiuoti r! būdais. 

10.3.5 pavyzdys. Iš raidžių rinkinio sudėtas žodis LEDAS. Kokia 
tikimybė, kad sumaišę korteles ir atsitiktinai sudėję jas į eilę, gausime tą patį 
žodį? 

Sprendimas. Penkias skirtingas raides galima surikiuoti 5! būdais. 
Kadangi iš jų tik viena baigmė yra palanki nagrinėjamam įvykiui, tai šio 
įvykio tikimybė lygi 1/5!= 1/120. 

10.3.6 pavyzdys. Tarp aštuonių skirtingų knygų yra du matematikos 
vadovėliai. Visos šios knygos atsitiktinai sudedamos ant vienos lentynos. 
Apskaičiuokime tikimybę, jog matematikos vadovėliai bus padėti greta 
vienas kito. 

Sprendimas. Aštuonių skirtingų knygų padėjimo variantų yra 8!. 
Matematikos vadovėliai būdami greta gali būti bet kurioje vietoje (tokių 
pozicijų yra 7), be to, juos galima sukeisti vietomis, o kitas šešias knygas — 
surikiuoti bet kuria tvarka. Todėl nagrinėjamam įvykiui palankių baigmių 
yra 7-2!-6!. Taigi ieškomoji tikimybė lygi 7-2!-6!/8!= 0,25. 

Tarkime, kad iš aibės A reikia atrinkti k elementų taip, kad vienas 
junginys nuo kito skirtųsi bent vienu elementu. Tuomet tokių junginių, 
vadinamų deriniais, iš r elementų po k kiekis Ck yra: 

Ci „A r(r-1)...(r-k+1) | 
"k! k! 

10.3.7 pavyzdys. Dėžėje yra 15 detalių, iš kurių 5 nestandartinės. 
Surinkėjas iš dėžės atsitiktinai paima 3 detales. Apskaičiuokime tikimybę, 
jog bus paimta viena nestandartinė ir dvi standartinės detalės (įvykis A ). 

Sprendimas. Šio eksperimento baigmių aibę sudaro visi galimi trijų 
detalių rinkiniai, kurių yra C;;. Iš jų įvykiui A palankių baigmių yra 
C2,- Cl, nes dvi standartinės detalės gali būti paimtos iš 10 standartinių, o 


viena nestandartinė — iš 5 nestandartinių. Todėl gauname tokią tikimybę: 
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10-9 
B Mara. B 
“E “BLS g 
83 


Kai bandymo baigmės nėra vienodai galimos, elementariųjų įvykių 
tikimybes nustatyti yra sunkiau. Šios tikimybės apskaičiuojamos įvertinant 
elementariųjų įvykių pasirodymo galimybes. Tai daroma remiantis nebūtinai 
matematiniais skaičiavimais, 0, pavyzdžiui, geometriniais samprotavimais, 
gamtos dėsniais, ilgamete praktika ir pan. 

Dar kartą grįžkime prie “laimės rato" (10.1.1 pav.). Jame pirmieji trys 
sektoriai yra vienodi, o kartu jie sudaro pusę skritulio. Kita skritulio pusė 
padalinta į dvi lygias dalis — tai ketvirtasis ir penktasis sektoriai. Tikimybės 
rodyklei apsistoti šiuose sektoriuose turi būti proporcingos sektorių plotams, 
o šių tikimybių suma turi būti lygi vienetui. Šitaip gauname tokias 
elementariųjų įvykių tikimybes: 

P(E))= P(E;)= P(E,)=2, P(E,)= P(E,)=. 

Tegu A - įvykis, jog, pasukus ratą, rodyklė apsistos arba pirmame, 
arba antrame, arba penktame sektoriuje. Tuomet pagal (10.3.1) formulę 
gauname: 

S S 

P(A)= P(E)+ P(E,)+ P(E)=—+—+—=—. 

Šis pavyzdys rodo, kad įvykių tikimybes kartais galima apskaičiuoti 
remiantis geometriniais samprotavimais. Geometrijos taikymo galimybę 
pailiustruosime dar vienu pavyzdžiu. 

10.3.8 pavyzdys. Maršrutinis autobusas, kuris kursuoja kas 25 min., 
atstumą tarp dviejų stotelių nuvažiuoja per 2 min., o pėstysis nueina per 15 
min. Keleivis, atėjęs į stotelę, nusprendė nelaukti autobuso ir išėjo į kitą 
stotelę pėsčiomis. Apskaičiuokime tikimybę, jog autobusas pėstįjį pasivys 
beeinantį. 

Sprendimas. Laiko intervalą [0; 25] (minutėmis) tarp gretimų to 
maršruto autobusų atvykimų į stotelę pavaizduokime skaičių tiesės atkarpa 
OA (10.1.7 pav.). Beeinantį pėstįjį autobusas pasivys tik tuomet, kai jis į 
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stotelę ateis laiko momentu, priklausančiu intervalui BA. Kadangi atkarpų 


ilgiai yra OA=25, BA=13, tai ieškomoji tikimybė lygi Ž. 


O B A 
———————————> 
0 12 25 
10.1.7 pav. 


Įvykių tikimybes galima nustatyti ir bandymų būdu, atlikus gana daug 
eksperimentų. Čia svarbi santykinio dažnio sąvoka. 

Tarkime, kad atlikus eksperimentą vienodomis sąlygomis N kartų, 

įvykis A pasirodė M kartų. Tuomet skaičius 

Vy (A)= = 
vadinamas įvykio A  santykiniu dažniu (apskaičiuotu šiai 
eksperimentų serijai). 

Žinoma, kad praktiškai visuomet (jei bandymų skaičius pakankamai 
didelis) stebimojo įvykio A santykinis dažnis V„(A) mažai skiriasi nuo 
tikimybės P(A). Šis tvirtinimas vadinamas didžiųjų skaičių dėsniu. Jį įrodė 
šveicarų matematikas J.Bernulis (Jacob Bernoulli, 1654 — 1705). 

Praktikoje didžiųjų skaičių dėsniu naudojamasi dažnai. Kadangi 
įvykio tikimybė ir santykinis dažnis skiriasi mažai, tai praktiškai visada 
skaičiavimuose vietoje tikimybės imamas santykinis dažnis. Tai aktualu 
tiriant įvairius visuomenės, gamybos ar ekonomikos reiškinius. 

Tarkime, kad tiriama įmonės išleidžiamos produkcijos kokybė. Tuo 
tikslu, patikrinus 1000 šios įmonės gaminių, tarp jų buvo 60 nekokybiškų. 
Pažymėkime A įvykį, jog atsitiktinai paimtas įmonės gaminys bus 
nekokybiškas. Norint nustatyti įvykio A tikimybę, tektų patikrinti visą 
įmonės produkciją. Ši tikimybė apskaičiuojama apytiksliai (su tam tikra 
rizika) iš 1000 gaminių kokybės patikrinimo rezultatų: 

60 


P(A) = Vo (A)= ——=0,06. 
(A) = Viogo( A) 1000 0,06 


10. Įvykiai ir jų tikimybės 309 


10. 4. SĄLYGINĖS TIKIMYBĖS IR ĮVYKIŲ 
NEPRIKLAUSOMUMAS 


Pasiaiškinsime, kaip nustatoma, ar du eksperimento įvykiai yra 
tarpusavyje susiję ir kokio pobūdžio ši sąsaja galėtų būti. Panagrinėkime 
keletą pavyzdžių. 

10.4.1 pavyzdys. Sakykime, metami du lošimo kauliukai 

Antrojo kauliuko atsivertusių akučių skaičius nepriklauso nuo pirmojo 
kauliuko metimo rezultato. 

10.4.2 pavyzdys. Dėžėje 10 rutulių — 5 balti ir 5 juodi. Po vieną 
traukiami du rutuliai. Tikimybė ištraukti baltą pirmąjį rutulį lygi: 

> Ža 
P(B)= 3 
Tikimybė P(B,) ištraukti antrąjį baltą rutulį priklauso nuo pirmojo 


4 
ištraukto rutulio spalvos. Jeigu pirmasis būtų baltas, tai P(B, S O Jei 


5 
pirmasis juodas, tai P(B, 5 Taigi įvykio B, tikimybė priklauso nuo 


pirmojo įvykio B, pasirodymo. 

10.4.3 pavyzdys. Tarkime, kad dėžėje yra trys detalės, iš kurių viena 
yra nestandartinė. Atsitiktinai išimamos dvi detalės: iš pradžių viena, o po to 
— kita. Pažymėkime A įvykį, kad pirmoji detalė standartinė, B — kad 
antroji standartinė. Sudarykime šio eksperimento baigmių aibę. Kad būtų 
paprasčiau įsivaizduokime, jog detalės sunumeruotos skaičiais 1, 2, 3. 
Pabrauktasis skaičius 3 reiškia, kad ši detalė yra nestandartinė. Tuomet 
eksperimento baigmių aibę galima užrašyti taip: 

€= ((, 2); (1, 3); (2, 1); G, 1): (2, 3); G, 2)). 

Čia visos šešios vienodai galimos baigmės užrašytos skaičių poromis: 
pirmasis skaičius rodo, kuri detalė gali būti išimta pirmoji, antrasis — kuri 
antroji. 
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Apskaičiuokime įvykių B, B, A, A, AnB (abi išimtos detalės — 
standartinės), AB (pirmoji — nestandartinė, antroji — standartinė) ir 
AnNB (pirmoji — standartinė, antroji — nestandartinė) tikimybes. Kadangi 
įvykiui B palankių baigmių yra keturios: (1, 2), (2, 1), (3, 1), (3, 2), tai 


Įvykiui A palankių baigmių yra taip pat keturios: (1, 2), (1, 3), (2, 1) ir 
(2, 3). Todėl 


Toliau 
ANB= (L, 2); (2, 1)), 
ANB=((3, I); (3, 2)), 
AnB=((, 3); (2, 3)), 
o šių įvykių tikimybės yra 
2 


1 — 2 1 = 
PANB)==3> SAN E P(AnB)=—= 


(pasirodė įvykis A). Įvykiui A palankių baigmių aibė yra 
A=((, 2); (1, 3); (2, 1); (2, 39) C 0. 
Iš šios aibės tik dvi baigmės — (1, 2) ir (2, 1) yra palankios įvykiui B. 
Ž 
Tuomet įvykio B tikimybė, apskaičiuota įvykio A baigmių aibėje, lygi FĖ 
vadinama įvykio B sąlygine tikimybe su sąlyga A. Ji žymima P,(B). 
Vadinasi, 


F(B)= 


>lN 
»N|-— 
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Jei laikytume, kad įvykis A nepasirodė (t.y. įvyko A), tai panašiai 
galėtume apskaičiuoti P;(B) - įvykio B sąlyginę tikimybę su sąlyga A.Iš 
tikrųjų, dabar A = ((3, 1); (3, 2)) ir šios aibės abi baigmės yra palankios 
įvykiui B. Taigi 

2 

P;(B)= Kg L: 
standartinė, t.y. įvykis B būtų būtinasis. 

Galima kalbėti ir apie tikimybės P;(A) bei Pz(A). Tada tektų 
įsivaizduoti, kad žinomas tik antrojo ėmimo rezultatas. Galėtume tvirtinti, 
jog pirmuoju ėmimu standartinė detalė galėjo būti paimta su tikimybe 
P„(A), jei būtų žinoma, kad antroji — standartinė. Panašiai galima 
apibūdinti ir sąlyginę tikimybę Pz(A). 

Apskaičiuokime sąlyginę tikimybę P„(A). Kadangi 

B= ((l, 2); (2, 1); (3, 1); 3, 2)) 
ir iš šių baigmių įvykiui A yra palankios dvi, tai 


Ps(A)= “ = i 
Pastebėję, kad įvykio B= ((1, 3); (2, 3)) abi baigmės palankios įvykiui A, 
gauname 
Pz(A)= > =1 
2 


Pastaba. Šiame pavyzdyje sąlyginės tikimybės P,(B) ir P„(A) 
lygios, tačiau tai yra tik šio pavyzdžio specifika. Tas pat pasakytina apie 
tikimybės P;(B) bei Pž(A). 

Toliau, remdamiesi pateiktuoju 10.4.3 pavyzdžiu, pastebime svarbų 


faktą — įvykio sąlyginę tikimybę galima apskaičiuoti ir neanalizuojant 
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sąlygos baigmių aibės. Iš tikrųjų sąlyginės tikimybės P,(B) išraiška gali 
būti perrašyta šitaip: 
2 26 V3 P(AnB) 


čia trupmenos skaitiklį ir vardiklį padalinome iš eksperimento baigmių aibės 
€2 elementų kiekio, t.y. iš šešių. Panašiai galima pertvarkyti ir kitas šio 
pavyzdžio sąlygines tikimybes: 
Pima2-20.3 ACB) L 
2 2/6 1/3 P(A) 
2 26 153 P(BNA) 


PA 47 467257 PB) | 


“2 276 13 P(B) 
Vadinasi, bet kuriai šio eksperimento įvykių porai (A, B), (A, B), 


(B, A) ir (B, A) sąlyginė tikimybė yra įvykių sankirtos ir sąlygos tikimybių 
santykis. Pritaikę šią savybę bet kuriems įvykiams A ir B, kai P(A)>0, 


turėsime 
P(ANB) 
PLB) ————. 10.4.1 
ATI (10.4.1) 
Ši lygybė paprastai laikoma sąlyginės tikimybės P,(B) su sąlyga A 
apibrėžimu. 
Jei P(B) > O, taip pat galime rašyti, jog 
P(AnB) 
PRiLiAV=-————. 10.4.2 
US Ar, (10.42) 


Iš (10.4.1) ir (10.4.2) formulių išreiškę P(Am B), gauname tikimybių 


daugybos formulę 
P(AMnB)= P(A)-P,(B)= P(B)- P,(A). (10.4.3) 
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Natūralu įvykį B laikyti nepriklausomu nuo įvykio A, kai 
P,(B)= P(B). Tuomet pagal (10.4.3) turėtume 

P(AnB)= P(A)- P(B). 
Iš tos pačios (10.4.3) formulės išeitų, jog 

P„(A)= P(A) (kai P(B)> 0). 
Taigi ir įvykis A nepriklausytų nuo B. Vadinasi, šiuo atveju tiesiog galime 
sakyti, kad įvykiai A ir B yra nepriklausomi. 

Dažniau naudojamas šitoks įvykių nepriklausomumo apibrėžimas: 

du įvykiai A ir B vadinami nepriklausomais, jei galioja lygybė 

P(AnNnB)= P(A)-P(B). (10.4.4) 

Naudojantis tikimybių daugybos formule, galima įsitikinti abiejų 
nepriklausomumo apibrėžimų ekvivalentiškumu. 

Sugrįžus prie 10.4.3 pavyzdžio, nesunku nustatyti, kad įvykiai A 
(pirmoji ištraukta detalė — standartinė) ir B (antroji detalė — standartinė) yra 


1 2 
priklausomi. Iš tikrųjų F(B)= 7: 0 P(B)=7, ty. P,(B)* P(B). 


Patikrinus, ar galioja (10.4.4) lygybė, gaunama tokia pat išvada — įvykiai A 
ir B uo 
P(AnB)=-7, P(A)- P(B)=2-2+S, P(ANnB)+ P(A)-P(B). 
Analogiškai bea įsitikinti, kad yra priklausomi ir šių porų įvykiai: A ir 
B, Air B bei A ir B. 
Pateiksime dar dvi svarbias tikimybių teorijos formules: pilnosios 
tikimybės ir Bejeso (Thomas Bayes — anglų matematikas, 1702 - 1761). 
Sakykime H,, H;,..., H, yra poromis nesutaikomi eksperimento 
įvykiai ir 
HU H,0.00H, = O, 
o A -bet kuris eksperimento įvykis. Tuomet 
P(A)= P(H,)- Py (A)+ P(H;)- Py(A)+..+ 
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+ P(H,)- Py (A) (10.4.5) 
(pilnosios tikimybės formulė) ir 
P(H,)Pg (A) 
AH) PA js) Žesė (10.4.6) 
(Bejeso formulės). 


Pritaikysime šias formules aukščiau nagrinėto 10.4.3 pavyzdžio 


sy 


tikimybėms skaičiuoti. Galime tarti, kad H, = A - įvykis, jog pirmoji išimta 
detalė standartinė, H,; = A - jog pirmoji detalė nestandartinė, t.y. 
H, =((, 2); (I, 3); (2, 1); (2, 3)), 
Tuomet įvykio B (jog antroji ištraukta detalė standartinė) tikimybę galime 
apskaičiuoti ir pagal pilnosios tikimybės formulę (10.4.5). Iš tikrųjų 
422 1. 4.3 
P(By= PCHh1)- Ep (B)+ PCH5 y. Ep (B)> > 17 Is 77-77 
Įvykiai H,, H,,..., H, paprastai vadinami hipotezėmis. Kadangi šie 
įvykiai yra poromis nesutaikomi, 0 jų sąjunga — būtinasis įvykis, tai bet 
kuris eksperimento įvykis gali pasirodyti tik su viena iš hipotezių. Tokiais 
atvejais įvykio tikimybei apskaičiuoti taikoma pilnosios tikimybės formulė. 
Bejeso formulės leidžia nustatyti hipotezių tikimybes tarus, kad 
tiriamasis įvykis pasirodė. Pavyzdžiui, nagrinėjamo 10.4.3 pavyzdyje 
eksperimento atveju 


4 2 
P(H)P4 (B) 44 1 


PAC TB) 


> 


2 2 
3 
o 
P(H;)Py (B) G 


Kukjs — A 


6 | 
P(B) Ž 4 
3 
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Priminsime, kad tikimybė P„(H,) jau buvo apskaičiuota anksčiau (ją 
žymėjome Pp„(A)) nenaudojant Bejeso formulės. Iš tikrųjų šiame pavyzdyje 
bet kurių eksperimento įvykių tikimybės gali būti apskaičiuotos remiantis 
klasikiniu tikimybės apibrėžimu. Tačiau jis ne visuomet pritaikomas 
sprendžiant praktinius uždavinius. Dažnai patogiau naudotis pilnosios 
tikimybės bei Bejeso formulėmis. 

10.4.4 pavyzdys. Parduotuvę prekėmis aprūpina trys firmos —- F., E 
ir F,. Iš firmos F, parduotuvė gauna 20 Yo prekių, iš F, — 50 Yo, o iš K — 
30 Yo prekių. Paprastai tarp firmos Fi prekių 10 Yo būna su defektais, firma 
F, pristato 5 Yo prekių su defektais, F. — 8 Yo nekokybiškų prekių. 
Apskaičiuokime: 

1) tikimybę, jog pirkėjui paklius nekokybiška prekė; 

2) sąlyginę tikimybę, jog pirkėjui paklius firmos F prekė, tarus, kad ji 
nekokybiška; 

3) sąlyginę tikimybę, jog pirkėjui paklius firmos F, prekė, tarus, kad ji 
nekokybiška; 

4) sąlyginę tikimybę, jog pirkėjui paklius firmos F. prekė, tarus, kad ji 
nekokybiška. 

Sprendimas. Pažymėkime H; įvykį, jog pirkėjui paklius firmos F 
(i=1, 2, 3) prekė, o A - jog pirkinys bus nekokybiškas. Pagal didžiųjų 
skaičių dėsnį gauname: 

3 


sk aETo 


1 1 
Pie, PL) =>, 


1 1 2 
P. (A)=—, Br (A) — s=—, 
a (As Tr PA) > Pu (4)= 5 
Tuomet galime apskaičiuoti visų keturių įvykių tikimybes. 
1) Įvykio, jog pirkėjui paklius nekokybiška prekė, tikimybę 


apskaičiuosime pagal pilnosios tikimybės formulę (10.4.5): 
P(A)= P(H,)- Py (A)+ P(H;)- Pg (A) + P(H5)- P4 (A) = 
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IL. LP AZ 3 
mi — L — k — r — m — i ——— = LS, 
5102 20 10 25 50 40 / 125 
2) Tarkime, kad pirkėjui pakliuvo nekokybiška prekė. Tuomet įvykio, 
jog ją pristatė firma F, tikimybę P,(H,) apskaičiuosime naudodamiesi 


Bejeso formule: 


L. 
PH) PH)Fu (A) 510. 20 
P(A) 0,069 69 
Analogiškai surasime ir tikimybės P,(H;) bei P,(H,;). 
1 1 
PB, JB, (A) 5'jp 25 
Ri j-— -—->£5-—>—, 
5) P(A) 0,069 69 
32 
P(H4)Fg, (A) 10 25 24 
i!) BLH)-——— ——= 22 -—, 
) ECE) P(A) 0.069 69 


Pastebime, kad iš sąlyginių tikimybių P,(H,), P„(H;) ir P„(H;4) 
didžiausia yra 

P,(H,)= 2 = 0,36. 

Vadinasi, jei pirkėjas įsigijo nekokybišką prekę, tai labiausiai tikėtina, jog 
šią prekę pristatė firma F,. 

Skaičiuojant tikimybes dažnai patogu naudotis vadinamuoju tikimybių 
medžiu. Pailiustruosime jį nagrinėdami 10.4.4 pavyzdį (10.4.1 pav.). Šiame 
medyje pavaizduoti visi galimi eksperimento rezultatai ir surašytos 
atitinkamos tikimybės. Norint apskaičiuoti įvykių H,NA, H,NA, 
H,MA, H,nNA, H,MA bei H,MA tikimybes pakanka sudauginti 


atitinkamos šakos tikimybes (tikimybių daugybos formulė). Pavyzdžiui, 
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1 1 1 

ši 35 

1 9 9 
žus B 

1 1 1 
22072570035 
1 19 19 
220729704P5 
2-5 -004 
3 23 69 

i 25 2597 0276 





10.4.1 pav. surašytos visos šios tikimybės. Aišku, kad jų suma turi būti lygi 
vienetui. 

Įvykio A tikimybę gausime susumavę pirmos, trečios ir penktos 
eilučių (10.4.1 pav.) tikimybes: 

P(A)= 0,02 +0,025 +0,024 = 0,069. 
Sąlyginė tikimybė P,(H,) lygi pirmos eilutės tikimybės 0,02 17 P(A) 
santykiui: 

0,02 20 

P„(H,)= 0069 = PT . 
Analogiškai apskaičiuojamos sąlyginės tikimybės P„(H,) bei P,(H4). 

Dabar vėl panagrinėkime dviejų detalių ėmimo eksperimentą, panašų į 
ankstesnįjį. Tarkime, kad dėžėje yra trys detalės, iš kurių viena 
nestandartinė: 1, 2, 3. Atsitiktinai išimama viena detalė ir, nustačius, ar ji 


standartinė, grąžinama atgal. Tegu A, — įvykis, jog pirmoji paimta detalė 
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standartinė. Po to atsitiktinai imama antroji detalė. Tegu A, — įvykis, jog ši 
detalė standartinė. Šio eksperimento baigmių aibė yra 

€2= ((I, 1); (1, 2); (1, 3); (2, 1); (2, 2); (2, 3); 

(3, 1); (3, 2); G, 3)), 
susidedanti iš devynių vienodai galimų baigmių. Nesunku apskaičiuoti, kad 

P(A)= -Ž, P(A,)= Š 2 P(A D A,)= 3. 

Taigi P(A,N 2 = P(A,)-P(A,). Vadinasi, įvykiai A, ir A, yra 
nepriklausomi. Taip pat nepriklausomi yra įvykiai A, ir A;, A, ir A; bei Ą, 
ir Aj. 

Į šį dviejų detalių ėmimo bandymą galima žiūrėti kaip į to paties 
eksperimento (vienos detalės paėmimo) pakartojimą du kartus. Visus 
įmanomus rezultatus galime užrašyti įvykiais 

Arm4,, AĄrn4, Ani, AN, 
kurie yra poromis nesutaikomi, o jų sąjunga būtinasis įvykis 62. Be to, 
kiekvienas iš išvardintųjų įvykių yra dviejų nepriklausomų įvykių sankirta. 
Todėl tokie eksperimentai vadinami nepriklausomais. Naudojantis 


nepriklausomumo požymiu, nesunku apskaičiuoti šias tikimybes: 


P(A, D A,)= P(A)-P(A)= 2:5, 
P(A NA,)= P(Ą )-P(A; =2.2=2, 
39 
P(A, NA,)= P(Ą)- P(A, js 2, ŽŽ 
233 9 
2 1 
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Tą patį eksperimentą pakartokime 1 (n=1, 2,...) kartų — turėsime n 
nepriklausomų eksperimentų. Tarkime, kad kiekviename eksperimente mus 
domina standartinės detalės paėmimas (įvykis A). Tuomet A, reikštų įvykio 


A pasirodymą pirmajame bandyme, A, — įvykio A pasirodymą antrajame 
bandyme ir t.t. Pavyzdžiui, kai n = 3, galimi rezultatai būtų tokie: 
ANA NA, ĄNnAnA, ĄNA NA, ĄnApn4,, 
An4,nNA, ĄnA NA, ĄnA NA, AĄAnA NA. 


Apskaičiuokime šių įvykių tikimybes, kai standartinės detalės paėmimo 


2 2 
tikimybė kiekviename bandyme yra 3 t.y. P(A)=>- Tada 


= 2. 14 į . į 
P(A)=1- 53 Pasinaudoję eksperimentų nepriklausomumu, turėsime: 


3 
P(A, M A5A5)= P(Ą,)* P(A;)- P(A;) = (P(A))3 (2) m 


P(A, NA; A;)= P(Ą,)-P(A,)-P(A5) =(P(A))2-P(A)= 


m 
la 


2 
3 
— — — Ž 

P(A MA;MA5)= P(Ą,)- P(45)- P(A5)=(P(A))?-P(A)= (ž 
Ė 

3 


P(A NA,N45)= P(Ą,)-P(A,)- P(A;)=(P(A))?- P(A)= 


— — =——255 M— —— 
|— 
|| 
Se 


2 (1 2 
P(A NA NA5)= P(A)- P(A,)- P(A,)= PLA)-(P(A)2 = 2 2 
Žiu“ 2 
P(A NASA A5)= PLA): PLA5)-P(A)= PLA)(P(A) =7- 2 -Ž 
ži 3 
P(A NA, A5)= PLA): P(A,)-P(A;)= PA) (PA) => || = 2, 
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Ia 2 2 = L m 1 3 ' 
P(A MA;M4A5)= P(AĄ,)-P(A;)- P(A5)= (P(A))3 2) == 


Pažymėkime p„(k) — tikimybę, jog atlikus m nepriklausomų 
bandymų, įvykis A pasirodys k kartų. Aišku, kad galimos k reikšmės yra 
0, I, 2,..., n. Pavyzdžiui, iš pateiktųjų skaičiavimų išplaukia, kad 


a-[2)-£ 0-3 (2) 1 12 
P 5) a PA) 5 a 


2(17 6 LP 1 
pan=3-2 2) = pd0=| E 


Panašiai samprotaujant galima gauti ir bendrą tikimybių p„(k) 
skaičiavimo formulę 

P„(k)= Ck pkg"-k, (10.4.7) 
kurioje p= P(A), 4=1-p, Ck —- derinių iš n elementų po k elementų 
kiekis (kai k = 0, apibrėžiama: E“ = 1). Tai - Bernulio formulė. 

10.4.2 pavyzdys. Tegu tikimybė išlošti, įsigijus vieną loterijos bilietą, 
lygi 0,02. Apskaičiuokime tikimybę, jog, įsigijus penkis loterijos bilietus, 
laimėjimai teks dviems iš jų. 

Sprendimas. Šis eksperimentas sudarytas iš penkių nepriklausomų 
eksperimentų, kai kiekviename iš jų įvykis A (loterijos bilietui tenka 
laimėjimas) pasirodo su tikimybe 0,02, ty. P(A)= p= 0,02. Tuomet 
g=1-p= 0,98. Pritaikę Bernulio formulę (10.4.7), gauname ieškomąją 
tikimybę: 

5 
1 


= 


ps(2)= C2p243 = -0,022 -0,983 = 0,004.. 


m 
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10. 5. UŽDAVINIAI 


10.5.1. Kartu metami lošimo kauliukas ir moneta. Tegu A — įvykis, 
jog atsivers penkios arba šešios akutės ir herbas, B — įvykis, jog atsivers 
lyginis akučių kiekis ir skaičius. Sudarykite šio bandymo baigmių aibę ir 
apskaičiuokite įvykių A ir B tikimybes. 

10.5.2. Metami du lošimo kauliukai. Kokia tikimybė, jog atsivertusių 
akučių suma 

1) lygi penkiems; 

2) dalijasi iš trijų? 

10.5.3. Grupėje yra 25 studentai, iš jų 15 merginų. Matematikos 
egzaminą pirmuoju bandymu išlaikė 11 merginų ir 7 vaikinai. Atsitiktinai 
atrenkamas vienas studentas. Tegu M - įvykis, jog atrinkta mergina, E — 
įvykis, jog atrinktasis studentas yra išlaikęs egzaminą. Apskaičiuokite įvykių 
M ir E tikimybes. Taip pat apibūdinkite įvykius M, E, MNE, MNE, 
MNE, MANE, MUOE, MUOE, MUE, MUE ir apskaičiuokite jų 
tikimybes. 

10.5.4. Verslininkas, besiverčiantis automobilių prekyba, iš patirties 
žino, kad: 

1) tikimybė per savaitę parduoti vieną automobilį lygi 0,1; 

2) tikimybė per savaitę parduoti du automobilius lygi 0,4; 

3) tikimybė per savaitę parduoti tris automobilius lygi 0,3; 

4) tikimybė per savaitę parduoti keturis ar daugiau automobilių lygi 

0,1. 
Apskaičiuokite: 
1) tikimybę, jog verslininkas per savaitę parduos daugiau negu du 


automobilius; 
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2) tikimybę, jog verslininkas per savaitę parduos ne daugiau kaip tris 

automobilius. 

10.5.5. Iš dešimties gaminių trys yra nestandartiniai. Atsitiktinai 
paimami keturi gaminiai. Apskaičiuokite: 

1) tikimybę, jog visi keturi gaminiai standartiniai; 

2) tikimybę, jog standartinių ir nestandartinių gaminių paimta po 

lygiai. 

10.5.6. Atskirose kortelėse surašytos raidės A, E, G, I, J, K, L, O. 
Apskaičiuokite tikimybę, jog, atsitiktinai sudėjus korteles į eilę, gausime 
žodį KOLEGIJA. 

10.5.7. Televizijos žaidimo 10 užduočių atsitiktinai sugrupuotos po 
dvi ir viena iš šių porų pateikiama žaidėjui. Žaidėjas iš anksto žino keturių 
užduočių temas. Apskaičiuokite tikimybę, jog žaidėjui paklius: 

1) abi užduotys iš žinomų temų; 

2) viena užduotis iš žinomų temų, o kita — ne. 

3) abi užduotys iš nežinomų temų. 

10.5.8. Dalyvauti grožio konkurse užsirašė 20 blondinių (iš jų 15 
mėlynų akių ir 5 rudų) ir 30 brunečių (iš jų 10 mėlynų akių ir 20 rudų). 
Nuspręsta, kad pirmoji į sceną turi išeiti mėlynakė mergina. Kokia tikimybė, 
jog ji blondinė? 

10.5.9. Šaulys šauna į taikinį du kartus. Šaudamas pirmąjį kartą, jis 
pataiko su tikimybe 0,7. Kai pirmasis šūvis taiklus, tikimybė, jog ir antrasis 
bus taiklus, lygi 0,8. Jei pirmasis šūvis netaiklus, tai tikimybė pataikyti į 
taikinį antruoju šūviu lygi 0,6. Apskaičiuokite: 

1) tikimybę, jog šaulys pataikys į taikinį abiem šūviais; 
2) tikimybę, jog pirmasis šūvis netaiklus, o antrasis — taiklus; 


3) tikimybę, jog antrasis šūvis bus taiklus. 
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10.5.10. Tikimybė, jog per savaitę verslininkas sudarys pelningą 
sandėrį, lygi 0,6, o tikimybė, jog per tą pačią savaitę jis sudarys antrą 
pelningą sandėrį, priklauso nuo to, ar pirmasis pelningas. Tikimybė, jog abu 
sandėriai bus pelningi, lygi 0,5. Apskaičiuokite sąlyginę tikimybę, jog 
antrasis sandėris bus pelningas su sąlyga, kad pirmasis pelningas. 

10.5.11. Bankas savo kapitalą investavo į dvi nepriklausomas 
gamybos šakas. Tikimybė, jog investicija į pirmąją šaką bus pelninga, lygi 
0,8, o į antrąją — 0,9. Apskaičiuokite: 

1) tikimybę, jog investicijos į abi gamybos šakas bus pelningos; 
2) tikimybę, jog bent viena iš šių investicijų bus pelninga. 

10.5.12. Trejos automatinės staklės štampuoja vienodas detales. 
Tolesniame gamybos procese jos susimaišo, todėl atsitiktinai paimta detalė 
su vienoda tikimybe gali būti pagaminta bet kuriomis iš trejų staklių. 
Tikimybė, kad pirmosiomis staklėmis pagaminta detalė bus nestandartinė, 
lygi 0,15. Ši tikimybė antrosioms staklėms yra 0,045, trečiosioms — 0,03. 
Apskaičiuokite: 

1) tikimybę, jog atsitiktinai pasirinkus detalę, ji bus nestandartinė; 

2) sąlyginę tikimybę, jog pasirinktoji detalė pagaminta pirmosiomis 

staklėmis, jei ji nestandartinė; 

3) sąlyginę tikimybę, jog detalė pagaminta antrosiomis staklėmis, jei ji 

nestandartinė; 

4) sąlyginę tikimybę, jog detalė pagaminta trečiosiomis staklėmis, jei 

ji nestandartinė. 

10.5.13. Televizorių kineskopus gamina dvi gamyklos. Pirmoji 
pagamina dvigubai daugiau, negu antroji. Tikimybė, jog pirmoje gamykloje 
pagamintas kineskopas bus su defektais, lygi 0,04, o ši tikimybė antrajai 
gamyklai yra 0,06. Apskaičiuokite: 
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1) tikimybę, jog atsitiktinai paimtas šiose gamyklose pagamintas 

kineskopas bus su defektais; 

2) sąlyginę tikimybę, jog kineskopas pagamintas pirmoje gamykloje , 

jei jis su defektais; 

3) sąlyginę tikimybę, jog kineskopas pagamintas antroje gamykloje, 

jei jis su defektais. 

10.5.14. Atliekami 6 nepriklausomi bandymai. Kiekviename iš jų 
įvykis A pasirodo su tikimybe p= 0,8. Apskaičiuokite tikimybę, jog įvykis 
A pasirodys: 

1) tris kartus; 

2) ne mažiau kaip 5 kartus; 

3) bent vieną kartą. 

10.5.15. Tikimybė, kad naujas akumuliatorius,  prastovėjęs 
nenaudojamas vienerius metus, suges, lygi 0,1. Apskaičiuokite tikimybę, 
kad iš 10 naujų akumuliatorių, nenaudotų vienerius metus, suges ne daugiau 
kaip 2 akumuliatoriai. 

10.5.16. Sėklų daigumas — 95 Yo. Apskaičiuokite tikimybę, kad, 
pasėjus 5 sėklas, sudygs 3 sėklos. 
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11. ATSITIKTINIAI DYDŽIAI 


11. 1. DISKRETIEJI ATSITIKTINIAI DYDŽIAI IR JŲ SKAITINĖS 
CHARAKTERISTIKOS 


Tarkime, kad eksperimentas susietas su  baigmių aibe 
0 = (0,, 0;,..., 0,) ir bet kuriam šio eksperimento įvykiui 4 apibrėžta 
tikimybė P( 4). Nagrinėkime funkcijas, kurių apibrėžimo sritys yra 
baigmių aibės. Sakykime, X = X(0) yra tokia funkcija, o jos reikšmės — 
realieji skaičiai x,, xX;,..., X,. Tokiu būdu bet kuriai baigmei 0) e £2 
vienareikšmiškai apibrėžiama funkcijos X = X(0) reikšmė — kuris nors iš 
skaičių xX,, X;,..., X„,. Tuomet X vadinamas diskrečiuoju atsitiktiniu 
dydžiu. Šio dydžio galimos reikšmės yra skaičiai x;, X;,..., X,, O 

p, = Pfo: X(0)=x,)= P(X =x;), k=1, 2,..., n 
yra tikimybė, jog atsitiktinis dydis X įgys reikšmę x, . 

Atkreipkime dėmesį į svarbią tikimybių pį, p5,..., p, savybę. 
Kadangi įvykiai 

Įo: X(0) = x, |, (0: X(0) = x;),..., (0: X(0) = x) 
yra poromis nesutaikomi, 0 jų sąjunga — būtinasis įvykis, tai 

Pt pi..+p,=l. (11.1.1) 

Jei žinomos atsitiktinio dydžio X galimos reikšmės x,, x;,..., x, ir 
tikimybės 

p= PX=x), p= X =), p= P(X = ,), 
tai lentelė 


2. LŽ Tais | 


P|P | Pol | P, 
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vadinama atsitiktinio dydžio X skirstiniu. Akivaizdu, kad 
charakterizuojant atsitiktinį dydį visiškai pakanka žinoti jo skirstinį. Turint 
atsitiktinių. dydžių skirstinius, apibrėžiamos kitos šių dydžių 
charakteristikos, gali būti nagrinėjamos įvairios atsitiktinių dydžių savybės. 
Apibrėšime pagrindines diskrečiųjų atsitiktinių dydžių skaitines 
charakteristikas — vidurkį, dispersiją ir standartinį nuokrypį. Tarkime, kad 
atsitiktinio dydžio X skirstinys yra 
S ROL 
PP |P5| | Pa 
Tuomet atsitiktinio dydžio X vidurkiu vadinamas skaičius 


EX = xp + Pie AAAD > ŽDųo (11.12) 


Dydžio X dispersija apibrėžiama formule 
DX =(x,- EX)? p +(x; - EX)? p,+..A(x,- EX)? p„= 


Msz 


(x, - EX)? p, (11.1.3) 
k 


1 
o standartinis nuokrypis - formule 

o(X)=JDX . (11.1.4) 

Išsiaiškinkime atsitiktinio dydžio skaitinių charakteristikų matematinę 
prasmę. Tuo tikslu “paeksperimentuokime" su atsitiktiniu dydžiu X. 
Kiekvieno tokio eksperimento rezultatas — tam tikra atsitiktinio dydžio X 
reikšmė, t.y. kuris nors iš skaičių A,, x;,..., x„. Atlikę N eksperimentų 
turėsime N stebėjimo duomenų, kurių aibė paprastai vadinama imtimi (tai 
viena iš pagrindinių matematinės statistikos sąvokų). Informacija apie 
konkrečią imtį gali būti pateikta tokia lentele: 


(11.1.5) 
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Pirmoje eilutėje surašytos galimos atsitiktinio dydžio reikšmės, o apatinėje — 
atitinkami šių reikšmių dažniai. Kadangi bandymų buvo atlikta NV, tai 
aiškų, kad 

m, + m;+..+m, = N. 


Šią lygybę padalinę iš N , gausime, jog 


t.y. santykinių dažnių 


v= Vy(X = 5-5, i=1, Žiinos As 


suma lygi vienetui. Lentelėje (11.1.5) vietoje dažnių m;, i= 1, 2,..., n, 
įrašius santykinius dažnius v,, i=1, 2,..., n, gaunamas vadinamasis 


empirinis skirstinys 





(11.1.6) 


Atkreipkime dėmesį, kad empirinis skirstinys (11.1.6), neribotai didinant 
eksperimentų kiekį N , mažai skirtųsi nuo atsitiktinio dydžio X skirstinio 
(išplaukia iš didžiųjų skaičių dėsnio). Kartu ir imties duomenų aritmetinis 
vidurkis, vadinamas imties vidurkiu, 


1 
ž=Atam + X;mp +... AX ,M,) (11.1.7) 


būtų artimas atsitiktinio dydžio X vidurkiui EX . Taigi EX yra vidutinė 
atsitiktinio dydžio X reikšmė. Ji yra apytiksliai lygi imties vidurkiui, kai 
N pakankamai didelis. 

Imties dispersija s2 apibrėžiama taip: 


$2 = (5 —X)žm, +(x;-X)2m,+..+(x„—-X)2m,). (11.1.8) 


Jei eksperimentų skaičius A yra pakankamai didelis, iš didžiųjų skaičių 
dėsnio išeina, kad s2 = DX . Kita vertus, apibrėžiant atsitiktinio dydžio 
dispersiją (žr. (11.1.3)) ir imties dispersiją (žr. (11.1.8)) sumuojami 
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atsitiktinio dydžio reikšmių nuokrypių kvadratai. Todėl tiek dispersija DX , 
tiek imties dispersija s2 charakterizuoja atsitiktinio dydžio reikšmių 
išsibarstymo apie vidurkį lygį. Nesunku sukonstruoti du atsitiktinius dydžius 
su vienodais vidurkiais, tačiau su skirtingomis dispersijomis. Pavyzdžiui, 

X |-1| 1 Y|-2[2 

P 105|0,5 P (0,5 |0,5 
Šių atsitiktinių dydžių vidurkiai yra lygūs nuliui: EX = EY =0, tačiau 

DX =(-1)2-05+12-0,5=1, 

DY =(-2)2-0,5+22-0,5=4. 

Praktikoje dažniau vartojamas standartinis nuokrypis, o ne dispersija, 
nes standartinio nuokrypio dimensija sutampa su paties dydžio dimensija. 

Panagrinėkime keletą diskrečiųjų atsitiktinių dydžių pavyzdžių. 

11.1.1 pavyzdys. Tarkime, kad kiekvienoje iš dešimties vienodų 
kortelių užrašytas jos numeris ir skaičius: vienetas — dešimtoje ir devintoje 
kortelėse, dvejetas — aštuntoje, trejetas — septintoje, šeštoje, penktoje ir 
ketvirtoje, o kitose trijose — ketvertas. Kortelės užverčiamos, sumaišomos ir 
atsitiktinai paimama viena iš jų. Sakykime, X atsitiktinis dydis, reiškiantis 
skaičių, užrašytą paimtoje kortelėje. Šio dydžio galimos reikšmės yra 1, 2, 3 
ir 4. Apskaičiuokime tikimybės 

P(X=1), PK(X=2), P(X=3), PF(X=4) 
ir parašykime atsitiktinio dydžio X skirstinį. Suraskime šio atsitiktinio 
dydžio vidurkį, dispersiją ir standartinį nuokrypį. 

Sprendimas. Nagrinėjamojo bandymo baigmių aibė 
6.= [0,, 0;,..., 0,) yra sudaryta iš dešimties vienodai galimų baigmių; čia 
0; — galimybė paimti i -ąją kortelę. Nesunku suvokti, kad atsitiktinis dydis 


X charakterizuojamas šia funkcija, apibrėžta baigmių aibėje €2: 
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1, kai 0= 09, 05; 

2, kai 0= Gį; 

3, kai 0 = 05, Og, Os 004; 
4, kai 0=0,, 0;, 0). 


: Tuomet dydžio X galimų reikšmių tikimybės apskaičiuojamos pagal 
2 
p =P(X =1)= Pfo: X(0)=1) = Piop; 0,5) = e 02, 
1 
p, = P(X =2) = Pfo: X(0) =2) = Pa, “170, 


4 
p; = P(X =3)= Pio: X(0) =3) = P(05; Os; Og) = „70, 


p, = P(X =4) = Pto: X(0) =4) = Pla); 0,5; 05) -Ž-03. 
Taigi atsitiktinio dydžio X skirstinys užrašomas lentele 

X| 1 2 1-2 4 

P|02|01| 04] 03 

Šio dydžio vidurkis, dispersija ir standartinis nuokrypis 
apskaičiuojami pagal (11.1.2), (11.1.3) ir (11.1.4) formules: 

EX =1-0,2+2-0,1+3-04+4-0,3=28, 

DX =(1-2,8)2-0,2+(2-2,8)2-0,1+(3-2,8)2-04+ 

+(4—2,8)2-0,3 =0,648 +0,064 +0,016+0,432 =1,16, 

o(X)=JLI16 = 108. 

11.1.2 pavyzdys. Moneta metama tris kartus. Raide X pažymėkime 
herbo atsivertimų kiekį. Tai atsitiktinis dydis su galimomis reikšmėmis 0, 1, 
2 ir 3. Apskaičiuokime tikimybės 

PX=0, PRX=l), KZ=2, KZA=3) 
ir parašykime atsitiktinio dydžio X skirstinį. Taip pat apskaičiuokime šio 
dydžio vidurkį, dispersiją ir standartinį nuokrypį. 
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Sprendimas. Atsitiktinio dydžio X reikšmių tikimybėms 
apskaičiuoti galima pasinaudoti Bernulio formule. Iš tikrųjų reikia 
apskaičiuoti tikimybes, jog įvykis 4 (herbo atsivertimas) trijuose (nm = 3) 
nepriklausomuose bandymuose pasirodys k kartų (k=0, I, 2, 3). Kadangi 


1 
įvykio A pasirodymo tikimybė kiekviename bandyme lygi 3 


| — 1 
(p=P(4A)= 20 ir g= P( A) = 2. tai pagal Bernulio formulę gauname: 


124 
PX =0)= pt0)=[2) = zi 


3 
P =D=p)=ci[ E) =2; 


1 
PT =3= »(2)= [2 


„ALT 
um 

Il 
„| L 


1 3 
RX =3)= 6)=[2) ==. 


Vadinasi, atsitiktinio dydžio skirstinys yra 
X | 0 1 2 3 
P |VŲ/8 |3/8 |3/8| 1/8 


Šio dydžio vidurkis, dispersija ir standartinis nuokrypis yra tokie: 
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Panagrinėkime bendresnę negu 11.1.2 pavyzdyje schemą. Tarkime, 
kad atliekama n vienodų nepriklausomų bandymų. Kiekviename bandyme 
įvykio A pasirodymo tikimybė yra p= P( 4), o tikimybė, jog įvykis A 
nepasirodys, lygi 4=P(A)=1-p. Tuomet atsitiktinis dydis X“, 
reiškiantis įvykio A pasirodymų kiekį atlikus 7 bandymų, vadinamas 
binominiu atsitiktiniu dydžiu. Tai diskretusis dydis, kurio skirstinys yra 


(11.1.9) 





Čia tikimybės p,„(k) apskaičiuojamos pagal Bernulio formulę: 
P„(k)=Ckpką"-+ (k=0, 1, 2,.., n), (11.1.10) 
laikant, kad C0 =1. 


Binominio atsitiktinio dydžio pavadinimas susijęs su Niutono 
binomu, t.y. su formule 


(aby = YChakbr-k, a, beR, neN. (11.1.11) 
k=0 


Niutono binomo formulės čia neįrodinėsime, tik atkreipkime dėmesį, kad 
atskiri jos atvejai mokyklinėje matematikoje buvo vadinami sutrumpintosios 
daugybos formulėmis: 

(a+b)? =a? +2ab+b2, 

(a+b)3 =a3 +3a2b+3ab2 +b3. 


Binominio atsitiktinio dydžio skirstinio tikimybių suma 
P,(0)+ P,U)+--+p,(K)+--+p,(n)= LCrptą"-4 


sutampa su Niutono binomo (11.1.11) formulės dešiniąja puse, kai a=4, 
b= p. Todėl gauname lygybę 

P„(0)+ p.(D+-+p,(k)+--+p,(n)=(4+ p =1, 
patvirtinančią, jog (11.1.9) lentelė iš tikrųjų yra skirstinys. 

Pasinaudojus binominių koeficientų savybe 

kCk=nC“-|, 1<kSn-1, 
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galima apskaičiuoti binominio atsitiktinio dydžio vidurkį. Iš tikrųjų, jei X — 
binominis atsitiktinis dydis, tai 


EX =0-p„(0)+1-p„(1)+..+n-p„(n)=0-97 + XkCkpkgn-k = 
k=I 


n n n-l 
= ZrCl pkgr-k = np: RC p*-lgn-k = np: 2 Ca, prgtiom = 
=np-(4+ py"-!= np. 
Taigi 
EX =np. (11L.1.12) 


Panašiai galima įrodyti, kad binominio atsitiktinio dydžio dispersija 
apskaičiuojama pagal formulę 

DX =npą. (11.1.13) 
Vadinasi, binominio atsitiktinio dydžio vidurkiui ir dispersijai surasti 
pakanka žinoti bandymų kiekį 2 ir tiriamojo įvykio pasirodymo 
kiekviename bandyme tikimybę p. Nesunku patikrinti 11.1.2 pavyzdžio 


skaičiavimus: 
1 3 
EX = = 3 — == 
K Andis Tai) 
11 3 
DX = =3.—.—=—, 
RPA-? 5274 


Binominis atsitiktinis dydis naudojamas draudimo modeliuose, 
gaminių kokybės tyrimuose, apklausos ar rinkimų rezultatų prognozavime ir 
pan., t.y. tais atvejais, kai turime vienodų nepriklausomų bandymų seriją. 
Pavyzdžiui, tarkime, kad 5 procentai automatinių staklių produkcijos yra 
nestandartinės detalės. Atsitiktinai paimama 20 detalių. Šį bandymą iš 
tikrųjų sudaro 20 nepriklausomų vienodų eksperimentų, t.y. 20 kartų imama 
po vieną detalę. Atsitiktinis dydis X — nestandartinis detalių kiekis — yra 
binominis atsitiktinis dydis, kurio skirstinys yra (11.1.9) su reikšmėmis 
p=0,05 ir n= 20. Šio dydžio reikšmių 0, 1, 2,..., 20 tikimybes galima 
apskaičiuoti pagal Bernulio (11.1.10) formulę. Pavyzdžiui, 
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P54(0) = 0,9520 = 0,358, 

Pog(1) = 20-0,05-0,9519 = 0,377, 

P59(2) = C2, -0,052 -0,9518 = 0,189. 

Atkreipkime dėmesį, kad šių tikimybių suma gana didelė: 

P-0(0) + Poy(1) + Pog(2) = 0,924. 

Kitaip tariant, įvykio, jog iš 20 paimtųjų detalių nestandartinių bus ne 
daugiau kaip dvi, tikimybė lygi 0,924. Tai reiškia, jog šis įvykis "beveik" 
būtinasis — didžiųjų skaičių dėsnio požiūriu iš 1000 tokių bandymų apie 924 
kartus iš 20 detalių nestandartinių bus ne daugiau kaip dvi. Beje, pagal 
(11.1.12) ir (11.1.13) formules lengva apskaičiuoti dydžio X vidurkį ir 
dispersiją: 

EX =np=20-0,05=1; 

DX =npą =20-0,05-0,95 = 0,95. 

Nagrinėjamame pavyzdyje skaičiuojant tikimybės p55(0), p54(1), 
Pg(2) reikėjo skaičių kelti gana dideliu laipsniu. Jei ieškotume, 
pavyzdžiui, tikimybės p34(9), reikėtų apskaičiuoti skaitinį reiškinį 
C3,-0,059-0,95!1. Atlikti šitokius veiksmus, netgi skaičiuotuvu, nėra 
lengva, todėl galima pasinaudoti lentele (žr. priedo 1 lentelę). Šioje lentelėje 
rasime tikimybių p„(k), k=0, 1, 2,..., n reikšmes, kai n =5, 10, 15, 20, 
25 ir 30. Žinoma, ir ši lentelė nepadėtų skaičiuojant, pavyzdžiui, tikimybes 
Pis0(80) ar p354(110). Tokiais atvejais pravartu žinoti Laplaso lokaliąją 
teoremą (Pierre Simon Laplace — prancūzų matematikas, 1749 — 1827); 


kai n - pakankamai didelis, tuomet 


Ij 1 | E 11.1.14 
P, “apa "| Anpą | (11.1.14) 





Funkcija 


l £ 


UBI rė 2 
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vadinama standartiniu normaliuoju tankiu. 

Funkcija p(x) tikimybių teorijoje vartojama dažnai. Todėl paprastai 
sudaromos jos reikšmių lentelės. Viena iš tokių lentelių pateikta priede (žr. 2 
lentelę). Čia duotos funkcijos p(x) reikšmės apskaičiuotos 10-4 tikslumu, 
kai x=0,01-m, m=0, I, 2,..., 399. 

11.1.3 pavyzdys. Tikimybė, kad draudimo agento užkalbintas žmogus 
apsidraus, lygi 0,4. Apskaičiuokime tikimybę, jog iš 100 užkalbintų žmonių 
apsidraus 38. 

Sprendimas. Sakykime X — apsidraudusių žmonių kiekis iš šimto 
užkalbintųjų. Tarę, kad X — binominis atsitiktinis dydis, apskaičiuokime 
tikimybę P(X = 38) = pigp(38) pagal (11.1.14) formulę. Gausime: 


1 38-100-0,4 1 2 

Po 8 = TOO 406 15 "04-06 | ž 54- = ė 

=0,2-0(-0,41) = 0,2-0,3668 = 0,073; 
čia iš priedo 2 lentelės suradome, jog p(-0,41) = p(0,410) = 0,3668.. 

11.1.4 pavyzdys. Tikimybė išlošti nusipirkus vieną loterijos bilietą yra 
lygi 0,1. Apskaičiuokime tikimybę, jog iš 30 loterijos bilietų laimėjimai teks 
arba dviems, arba trims, arba keturiems bilietams. 

Sprendimas. Ieškomoji tikimybė P yra lygi Bernulio tikimybių 
sumai: 

P= ps(2) + P30(3) + P30(4). 

Kadangi „Inpą = J30-0,1-0,9 = 27 =1,64, tai pagal (11.1.14) formulę 
turėsime: 


2-3 
P 0,61-6(-0,61) = 0,61-0,3312 = 0,202, 
*(2) = B p( ) 


P.,(3)= z000)- 0,61-0,3989 = 0,243, 


L] 


1,64 | 1,64 
Sudėję šias tikimybės gauname P = 0,647 . 


P.,(4 ULO 2, 0,61-6(0,61) = 0,202. 
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Diskrečiojo atsitiktinio dydžio reikšmių aibė nebūtinai baigtinė — ją 
gali sudaryti realiųjų skaičių sekos x,, x;,..., X,,... nariai. Jei reikšmių 


tikimybės yra atitinkamai p,, P),..., p„,..., tai lentelė 





vadinama šio atsitiktinio dydžio skirstiniu. Šitokio skirstinio tikimybių 


sumai (eilutės ?, p, sumai) kaip ir baigtiniu atveju galioja lygybė 
k=1 


Yas. (t.lL1S) 
k= 
Panašiai apibendrinami vidurkio bei dispersijos apibrėžimai: 


EX = Ex; P; (11.1.16) 
k=1 
(kai eilutė konverguoja absoliučiai, t.y. konverguoja eilutė X Ix | Pr ), 
k=1 


DX = S(x,-EX Np (11.1.17) 
k=1 


(kai eilutė konverguoja). 

Vienas iš dažniau praktikoje vartojamų diskrečiųjų atsitiktinių dydžių, 
kurių reikšmės sudaro seką, yra Puasono atsitiktinis dydis (Simeon Denis 
Poisson — prancūzų matematikas, 1781 — 1840). Šio dydžio galimos 


reikšmės yra 0, 1, 2,..., k,..., o jų tikimybės apibrėžiamos formule 
Ak 
P(k; LS E = 0, 1, Ža (11.1.18) 
su kuriuo nors skaičiumi A > 0. Tikimybių P(k; A) suma, t.y. eilutės 


S P(k; A) 
k=0 
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suma, yra lygi vienetui: 


— SX a aa aa 
“Pk; S ŽAė =ę Žr „e =1 
k=0 k=0 kZ0 


(čia tariame, kad 0!= 1). Taigi Puasono atsitiktinio dydžio skirstinys yra 





Tikimybes P(k; A) apskaičiuoti gana keblu. Todėl šių tikimybių 
reikšmėms surasti paprastai naudojamos lentelės. Viena iš tokių lentelių 
įdėta ir šios knygos priede (4 lentelė). 

Apskaičiuokime Puasono atsitiktinio dydžio X vidurkį: 

Eis Silk = 5 S jp 

k=0 k=1 k! kzi(k-—1)! 
Dydžio X dispersija taip pat lygi A. Iš tikrųjų 


= Ae-iei = 4. 





DX = Y(k—A)2P(k; A)= Yk2P(k; A)— 
k=0 k=0 


-24 ŽKP(K A)+42 ZPU: 4)- 2 Žk2P(ki A)- 22. 
Kadangi 


S K2P(k; A) = Š(KK-)+BP(k: A)=e-1 Y Šiko jo 
k=0 k=1 k=0 k! 


oo oo k-2 
+ V. kP(k; = X ž +4=4A 44, 
k=1 (k-2)! 





tai 

DX=M2M+A-12=1A 

Norėtųsi atkreipti dėmesį į tai, kad Puasono atsitiktinis dydis yra 
binominio atsitiktinio dydžio tam tikras ribinis atvejis. Iš tikrųjų kai 
nepriklausomų vienodų bandymų kiekis 7 yra didelis, o tikimybė p maža, 


tai 
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k 
p= es, k=0, L, 2,45 A= np. (1l.L.19) 


Šis teiginys vadinamas Puasono teorema. Aišku, ši teorema gali būti 
taikoma ir tikimybėms p„(k) apskaičiuoti. Formulė (11.1.19) yra gana 
tiksli, kai 2 2 50. Vadinasi, jei nepriklausomų bandymų schemoje tiriamojo 
įvykio A tikimybė p yra maža, o bandymų kiekis 7 yra didelis, tai įvykio 
A pasirodymų skaičius gali būti laikomas Puasono atsitiktiniu dydžiu. 
Todėl tokių dydžių, kaip: 1) tam tikro amžiaus gyventojų, mirusių per 
metus, kiekis; 2) skambučių kiekis telefonų stotyje per kokį nors laikotarpį; 
3) nestandartinių gaminių kiekis didelėje imtyje, kai nestandartinio gaminio 
pagaminimo tikimybė maža; 4) razinų kiekis bandelėje ir pan. skirstiniai 
artimi Puasono atsitiktinio dydžio skirstiniui su tam tikra parametro A 
reikšme. 

11.1.5 pavyzdys. Gamykla į prekybos centrą išsiuntė 500 prekių 
siuntą. Tikimybė, jog kelyje prekė bus apgadinta, lygi  0,002. 
Apskaičiuokime tikimybes, jog kelyje: 

1) nebus apgadinta nė viena prekė; 

2) bus apgadinta viena prekė; 

3) bus apgadintos ne daugiau kaip dvi prekės. 

Sprendimas. Apgadintų prekių kiekis siuntoje yra binominis 
atsitiktinis dydis. Kadangi n — didelis (n = 500), o tikimybė p — maža 
(p= 0,002), tai ieškomosioms tikimybėms apskaičiuoti galima taikyti 
(11.1.19) formulę (imant joje A = np= 500-0,002 = 1). Gausime: 

1) Pso9(0) = P(0; 1)=e-! = 0,368; 

2) Psgg(1) = P(1; 1)=e-! = 0,368; 


1 
3) Psog(2) = P(2,1) = E ieij =(0,184, 


o tikimybė, jog bus apgadintos ne daugiau kaip dvi prekės, lygi 
Pso0(0) + Pso0(1) + Psop(2) = 0,368 +0,368 +0,184 = 0,92. 
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Nuodugniau panagrinėjome du dažniausiai vartojamus diskrečiuosius 
atsitiktinius dydžius — binominį ir Puasono. Praktikoje vartojami ir kitokie 
diskretieji atsitiktiniai dydžiai, pavyzdžiu,  neigiamasis binominis, 
geometrinis, hipergeometrinis, logaritminis ir kt. 


11.2. TOLYDIEJI ATSITIKTINIAI DYDŽIAI 


Diskrečiųjų atsitiktinių dydžių reikšmių aibės yra baigtinės arba 
skaičios (sudaro sekas). Akivaizdu, kad daugelis dydžių į šią schemą 
nepatenka. Pavyzdžiui, atsitiktinai sutikto žmogaus ūgis ir svoris, jo 
gyvenimo trukmė, matavimo paklaidų didumas, automobilio suvartotų 
degalų kiekis tam tikram atstumui nuvažiuoti ir t.t. Čia suminėtų dydžių 
galimų reikšmių aibės yra begalinės nediskrečios — šios reikšmės užpildo 
kurį nors realiųjų skaičių intervalą. Todėl tokių dydžių neįmanoma 
charakterizuoti skirstiniais — reikalinga bendresnė sąvoka. 

Tarkime, kad eksperimentas susietas su baigmių aibe €2 (nebūtinai 
diskrečiąja), kurioje apibrėžta funkcija X = X(0) . Sakykime, su kiekviena 
realiąja x reikšme baigmių aibė (0: X(0) < x) yra eksperimento įvykis — 
taigi apibrėžta jo tikimybė 

Pilo: X(0)< x). (11.2.1) 
Tuomet X vadinamas atsitiktiniu dydžiu, o (11.2.1) tikimybė — šio dydžio 
pasiskirstymo funkcija: 

F(x)= P(o: X(0)< x). 

Paprastai rašoma trumpiau: F(x)= P(X <x). Šia funkcija su bet kuria 
kintamojo x reikšme apibrėžiama tikimybė, jog atsitiktinis dydis X įgis už 
skaičių x mažesnę reikšmę. 

Diskretusis atsitiktinis dydis gali būti charakterizuojamas tiek 
skirstiniu, tiek pasiskirstymo funkcija. Pasirinkime, pavyzdžiui, atsitiktinį 
dydį X , kurio skirstinys yra 
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X|0|1]|2]|3 

P|04|0,3|0,2| 0,1 
ir parašykime jo pasiskirstymo funkciją F(x). Kai x<0,tai F(x) =0, nes 
atsitiktinis dydis X mažesnių už nulį reikšmių neįgyja. Kai 0<x<1, tai 
F(x) =0,4 (yra tik viena mažesnė už x dydžio X reikšmė 0, kuri įgyjama 
su tikimybe 0,4). Kai 1< x<2, tai 

F(x)=P(X =0)+P(X =1)=04+0,33=0,7. 

Kai 2<x<3, tuomet 

F(x)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2)=0,7+0,2=0,9 
Kai x>3,tai 

F(x)=P(X =0)+ P(X =1)+>PF(X =2)+>P(X =3)=0,9+0,1=1. 
Gautąją pasiskirstymo funkciją galime užrašyti taip: 

0, kai xS0; 

04, kai 0<xS<1; 
Flx)=+0,7, kai L<+xS2; 
0,9, kai 2<x<3; 

1, kai x>3, 

Jos grafikas pavaizduotas 11.2.1 pav. Matome, kad pasiskirstymo 
funkcija nėra tolydi — turi keturis trūkio taškus: x=0, x=1, x=2 ir 
x=3. 

Turint atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo funkciją F(x), galima 
apskaičiuoti ir sudėtingesnių su šiuo dydžiu susijusių įvykių tikimybes. 
Pavyzdžiui, jei a< b, tai 

P(a<X<b)=F(b)- F(a). (11.22) 

Iš tikrųjų, kadangi įvykiai (0: X(0)< a) ir (0: a< X(0)<b) yra 
nesutaikomi, 0 jų sąjunga yra įvykis (0: X(0)< b) ,tai 

P(X<a)+P(a<X<b)=P(X<b). 


Iš čia ir gauname (11.2.2). 
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11.2.1 pav. 


Paminėsime keletą pasiskirstymo funkcijų savybių. Jei F(x) yra 
atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo funkcija, tuomet: 

1) 0< F(x)S1; 

2) F(x) yra nemažėjanti funkcija. 
Iš tikrųjų 

1) funkcijos F(x) reikšmės yra tikimybės P( X < x); 

2) F(x;)- F(x )= P(x < X <x;,) 20, kai x, < X;, 
t.y. 

F(x,)< F(x;); 

3) lim F(x)=1 (rašoma F(e)=1), 


lim F(x)=0 (rašoma F(-<)=0), 
x -- 


nes įvykis (0: X(0)<») yra būtinasis, o įvykis (0: X(0)<-——| — 
negalimasis; 


| 4) funkcija F(x) intervale (-ee; e) yra tolydi iš kairės, t.y. 
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lim F(x)= F(xg), X, €(-2; o). 


x=x,-0 
Šios savybės neįrodinėsime. 

Dabar apibrėšime tolydųjį atsitiktinį dydį. Tarkime, kad atsitiktinio 
dydžio X pasiskirstymo funkcija F(x) turi šitokią savybę: yra neneigiama 
funkcija p(x), jog 


Boy [pik di. (11.23) 


Tuomet X vadinamas tolydžiuoju atsitiktiniu dydžiu, o funkcija p(x) — 
šio dydžio tikimybių tankio funkcija. Įrodyta, kad pasiskirstymo funkcija 
F(x), išreikšta (11.2.3) formule, yra tolydi intervale (-00; + 09). 

Kita vertus, jei pasiskirstymo funkcija F(x) su visomis realiosiomis 
kintamojo x reikšmėmis turi išvestinę F(x), tai iš (11.2.3) išplaukia 
lygybė 

RA) =F (5). (11.2.4) 
Daugelio vartojamų praktikoje tolydžiųjų atsitiktinių dydžių pasiskirstymo 
funkcijos turi išvestines. Vadinasi, šitokiais atvejais tikimybių tankio 
funkcija p(x) yra pasiskirstymo funkcijos F(x) išvestinė, o pasiskirstymo 
funkcija F(x) išreiškiama tankio p(x) integralu - (11.2.3) formule. 

Atkreipkime dėmesį dar į šiuos faktus. 

1. Kai a<b, tai tikimybė P(a<X <b) apskaičiuojama pagal 


formulę 
b 
P(a<X <b)=| p(4) dr. (11.2.5) 
Iš tikrųjų: 


P(a< X <b)= F(b)- F(a)= L pin di I ptB dės | pli) dt. 


-0o 
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2. [pli dr=1. (11.2.6) 


-0o 


Ši lygybė išplaukia iš (11.2.5): 


[pi)dr= P(ce< X <»)=1. 


Šias dvi tankio funkcijos savybes galima apibūdinti ir geometriškai. 
Lygybė (11.2.6) reiškia, jog tankio funkcijos p= p(x) grafiku ir Ox ašimi 
apribotas plotas lygus vienetui (11.2.2 pav.). Čia pat matome, kad tikimybė 
P(a< X < b) yra lygi plotui, kurį apriboja tankio funkcija p= p(x) ir Ox 


ašis, kai a < x< b (tai užtušuotosios srities plotas). 


P 
x 
a 0 b 
11.2.2 pav. 
3. Su bet kuria realiąja x reikšme galioja lygybė 
P(X =x)=0. (11.27) 


Iš tikrųjų 

P(X =x)= lim P(x < X <x+0)= lim(FCx +0)- F(x))= 
=F(x)- F(x)=0. 

Taigi P(X =x)=0. 
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Prisiminkime, kad diskretieji atsitiktiniai dydžiai charakterizuojami 
įgyjamomis reikšmėmis ir jų tikimybėmis. Tuo tarpu tikimybė, kad tolydusis 
atsitiktinis dydis įgis konkrečią reikšmę, yra lygi nuliui. Todėl tolydųjį 
atsitiktinį dydį patogiausia charakterizuoti jo tankio funkcija. 

4. Jei a<b, tai 

P(a<X<b)=P(a<X <b=P(a< X <b)=P(a< X <b) = 


< ata dt. 


Šios lygybės išplaukia iš (11.2.7) ir (11.2.5) formulių. 

Tolydžiųjų atsitiktinių dydžių skaitinės charakteristikos apibrėžiamos 
analogiškai kaip ir diskrečiųjų, tik sumavimas pakeičiamas integravimu. 

Tarkime, kad X - tolydusis atsitiktinis dydis, o p(x) — šio dydžio 
tikimybių tankio funkcija. Tuomet skaičius 


EX = |xp(x) dx (11.2.8) 


--o 


vadinamas atsitiktinio dydžio AX“ vidurkiu; čia turima mintyje, kad 


| xp() dx integralas konverguoja absoliučiai, t.y., konverguoja integralas 


—00 


[x |pte) dx. 
Tolydžiojo atsitiktinio dydžio dispersija vadiname skaičių 


DX =E(X -EXY = [(4- EX px) dx (11.2.9) 


(jeigu integralas konverguoja), o skaičių 0(X)=/DX —- standartiniu 
nuokrypiu. 
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Vartojamos dar ir kitokios atsitiktinių dydžių skaitinės 
charakteristikos: moda, mediana, kvantiliai, kvartiliai ir kt. 

Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X moda (žymima MoX ) vadinama ta 
dydžio reikšmė, su kuria tikimybių tankio funkcija įgyja didžiausią reikšmę 
(11.2.3 pav., 11.2.4 pav.). 

Diskrečiojo atsitiktinio dydžio moda yra šio dydžio reikšmė, įgyjama 
su didžiausia tikimybe. 


p(MoX) 





0| MoX MoX 


11.2.3 pav. 


Atsitiktiniai dydžiai, turintys vieną modą, vadinami unimodaliaisiais 
(11.2.4 pav.). Aišku, kad atsitiktinis dydis, kurio tankio funkcija pavaizduota 
11.2.3 pav., nėra unimodalus. 


Atsitiktinio dydžio X mediana vadinamas skaičius x; = MdX , su 


kuriuo tenkinama nelygybių sistema 
1 
P(X<x,»)2—, 
( 1/2) 2 


1 
P(X 7 . 
( Xy2) 2 
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p(MoX) 


0| MoX 


11.2.4 pav. 


Tolydžiojo atsitiktinio dydžio atveju ši nelygybių sistema ekvivalenti 
lygybei 


*i/2 


Ip x) dx = = 5 


Medianą galima charakterizuoti ir geometriškai: x; yra Ox ašies taškas, 
per kurį išvesta vertikalė dalija tankio grafiku ir Ox ašimi apribotą sritį į dvi 
lygiaplotes dalis (11.2.5 pav.). 

Vidurkis, moda ir mediana yra atsitiktinio dydžio poslinkio 
charakteristikos: vidurkis — vidutinė dydžio reikšmė, moda — didžiausios 
tikimybės reikšmė, o mediana — vidurinė atsitiktinio dydžio reikšmė. Yra 
žinoma, kad tolydžiojo atsitiktinio dydžio atveju šios trys poslinkio 
charakteristikos susietos lygybe 

EX - MoX =X EX - MdX). (11.2.10) 
Iš šios lygybės išplaukia pora įdomių išvadų. 

1. Jei EX = MoX „tai EX = MdX . Vadinasi, šiuo atveju 

EX = MoX = MdX.. 

Šitoks atsitiktinis dydis vadinamas simetriniu. 

2. Kai EX + MoX , tai skirtumai EX — MoX ir EX —- MdX yra arba 

abu teigiami, arba abu neigiami. 
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Akivaizdi šių išvadų geometrinė interpretacija (11.2.6 pav.). 


Vidurkis 
Mediana 
Moda 


11.2.6 pav. 


Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X su tankio funkcija p(x) P-osios 


eilės kvantiliu vadiname skaičių xp, su kuriuo galioja lygybė 
xp 
P(X <x5)= Įp(žjdi= P; 


čia P — pasirinktoji tikimybė, 0< P<1. 
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1 e B 
Kai airi kvantilis x, yra mediana. Kvantiliai Xj/j4, X5j4 = Xyo> 


x;j4 Vadinami kvartiliais. Tai skaičiai, su kuriais galioja lygybės 


1 

2 
P(X <2)= 2, 

3 


Atsitiktinio dydžio X lygio x kritine reikšme (0 <a <1) vadinamas 
kvantilis x, „. Kritinei reikšmei galioja lygybė 


PX>5.,)= LA) d=a. 


Xia 
Pateiksime keletą tolydžiųjų atsitiktinių dydžių pavyzdžių. 
1. Tolygusis skirstinys. Tolydusis atsitiktinis dydis X , kurio tankio 


funkcija apibrėžiama formule 


1 
o IER SE EBIĖS BB (11.2.11) 
0, kai xe[a; b), 

vadinamas tolygiuoju atsitiktiniu dydžiu. Šis dydis dar vadinamas tiesiog 
tolygiuoju skirstiniu, o kartais — stačiakampiu skirstiniu. Tolygiojo 
atsitiktinio dydžio tankio funkcijos grafikas su Ox ašimi iš tikrųjų apriboja 
stačiakampį a4Bb , kurio plotas lygus vienetui (11.2.7 pav.). 

Pagal (11.2.3) formulę nesunku surasti tolygiojo atsitiktinio dydžio 
pasiskirstymo funkciją. Jei x<a, tai 

F(x)= |p(t) dr=0, 


-0o 
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nes tankio funkcijos reikšmės, kai f€(-; x), yra lygios nuliui. Kai 
a<x<b, tuomet 


XxX-a 





F(x)= Į pli) dr= [plr) dr+ | p) ar=| dt = 


--o -0o b-a 





11.2.7 pav. 


Jei x > b, turėsime 


F(x)= [po dt = [po i] no di+ | pt) dr. 


Pirmasis ir trečiasis iš šių integralų lygūs nuliui, o antrasis 
b-a 
b-a 
Todėl F(x)=1,kai xe(b; +). 


Užrašę rezultatus viena formule, gauname: 





b b 1 
I p(4) dt=|— dt= =1, 
a ab-a 


ki kai x<a,; 
Flx)=1>7—, kai a<xškh; 

-a' 

1, kai x=> kb 


Šios funkcijos grafiką matome 11.2.8 pav. 
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11.2.8 pav. 


Apskaičiuokime tolygiojo atsitiktinio dydžio X reikšmės patekimo į 
intervalą tikimybę. Tarkime, [c; 4] — pasirinktasis intervalas, a<c<d<b. 


Tuomet 
d d-c 
P(c< X <d)=| p(+) PPL (112123 
ė -a 


Atkreipkime dėmesį, kad tolygiojo atsitiktinio dydžio patekimo į intervalą 
[c; d] tikimybė yra tiesiog proporcinga intervalo ilgiui ir nepriklauso nuo 
šio intervalo padėties atkarpoje [a; b]. 

Dar apskaičiuokime tolygiojo atsitiktinio dydžio vidurkį ir dispersiją. 
Pagal (11.2.8): 


2 b 


o b 
X X 
EX = IE 6 A-|—-ė- 5 


„AMk-g) 20 


a 





-0o 


Dispersiją surasime pritaikę (11.2.9) formulę: 


aa i sOĖ 1 >) | 
= Xx- = - = 
bo, 2 


+ i (272) (2-5) | „6-9 
"3(b-a)|) 2 2 D 
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Tolygusis skirstinys dažnai vartojamas matematinėje statistikoje, ypač 
modeliuojant atsitiktinius dydžius. 

11.2.1 pavyzdys. Matavimo prietaiso skalė sugraduota padalomis. 
Vienos padalos vertė — 10 vienetų. Fiksuojant prietaiso parodymus paprastai 
apvalinama iki artimiausios padalos. Tarkime, X — atsitiktinis dydis, 
reiškiantis apvalinimo paklaidos didumą. Apskaičiuokime tikimybę, jog 
atsitiktinio dydžio X modulis neviršys 4 vienetų. 

Sprendimas. Šiame uždavinyje galima laikyti, kad atsitiktinio dydžio 
X tikimybių tankis p(x) intervale [-5; 5] yra pastovus. Taigi X — 
tolygusis atsitiktinis dydis su tankio funkcija 

0,1, kai xe[-5; 5]; 

p=) 0, kai xe[-5; 5]. 
Pagal (11.2.9) gauname 


P|x|<4)= P-4s X<4)= 08. 


2. Normalusis skirstinys. Šis tolydusis atsitiktinis dydis labiausiai 
žinomas ir praktikoje vartojamas dažniausiai. 
Atsitiktinis dydis X“ , kurio tikimybių tankio funkcija p(x) išreikšta 
formule 
(x-L1)2 


1 
PA)= 14, (5) = 0 29 |, (11.2.13) 








vadinamas normaliuoju atsitiktiniu dydžiu arba normaliuoju skirstiniu. 
Čia ye R ir 0 >0 yra skirstinio parametrai. 
Kai 0=0, o=1, tai tankis vadinamas standartiniu normaliuoju 


tankiu: 





L 
p= KL UD M) 2, (11.2.14) 


o dydis X - standartiniu normaliuoju skirstiniu. 
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Prisiminkime Laplaso lokaliąją teoremą, tvirtinančią, jog tikimybės 
p„(k) yra artimos skaičiui 





8 — 

Vnpa "| Napą J 
jei bandymų skaičius 7 yra didelis. Tai paaiškina normaliojo skirstinio 
prigimtį. Kita vertus, daugelis gyvenime pasitaikančių atsitiktinių dydžių yra 
beveik “normalūs". Galima paminėti, pavyzdžiui, vidutinę oro temperatūrą 
ar kritulių kiekį per tam tikrą laikotarpį pasirinktajame rajone, įvairių 
populiacijų biometrinius rodiklius — ūgį, svorį, gyvenimo trukmę ir t.t., 
vidutines šeimos pajamas kuriame nors Lietuvos regione ir pan. Ir apskritai, 
jei atsitiktinio dydžio reikšmę lemia daug faktorių, tarp kurių nėra 
dominuojančių, tai šitoks dydis yra artimas normaliajam. 


Paanalizuokime (11.2.13) tankio funkciją. Jos reikšmių aibė yra 





1 | 
intervalas | 0; —— |. Didžiausia reikšmė įgyjama taške x= LU. 
== cJ2p EV B 
Be to, 


lim 84, <(X)= 0 ir Jim 04, <(x)=0. 





11.2.9 pav. 
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Nubrėžę šios funkcijos grafiką, gausime kalnelio formos kreivę, simetrišką 
tiesės x = 1 atžvilgiu (11.2.9 pav.). 

Kai u=0, c=1, turėsime standartinio normaliojo tankio p(x) grafiką, 
simetrišką O, ašies atžvilgiu (11.2.10 pav.). 





11.2.10 pav. 


Dabar apskaičiuokime normaliojo atsitiktinio dydžio su tankio 
funkcija 6, „(x) skaitines charakteristikas. Vidurkis surandamas pagal 


(11.2.8) formulę: 
o AU) 


20“ xdx. 
7 21 Je 
Šiam integralui apskaičiuoti pakeiskime kintamąjį: 
xX-H 
o 
Gausime 





EX 





=t, x=U+t0o, dx=oOdt. 
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o antrasis integralas lygus nuliui, tai 

EX =u. 

Panašiai galėtume apskaičiuoti ir normaliojo atsitiktinio dydžio 
dispersiją. Gautume, jog 

DX =0?. 

Vadinasi, šio dydžio standartinis nuokrypis lygus O. 

Taigi paaiškėjo tankio funkcijos g, „(x) parametrų 4 ir O prasmė. 
Kartu galima teigti, jog apibūdinti normaliajam atsitiktiniam dydžiui 
pakanka žinoti tik jo vidurkį ir standartinį nuokrypį. Iš pateiktųjų grafikų 
(11.2.9 pav. ir 11.2.10 pav.) nesunku nustatyti, kaip pasikeistų tankio 
funkcijos grafikas pakitus jo parametrams. Pavyzdžiui, vidurkiui padidėjus 
tankio kreivė pasislinktų į dešinę. Standartiniam nuokrypiui sumažėjus 
padidėtų funkcijos didžiausia reikšmė — kreivės “kalnelis" taptų statesnis, 
nes srities, apribotos Ox ašimi ir tankio kreive, plotas turi išlikti toks pat — 
lygus vienetui. Iš tankio funkcijos grafikų taip pat matome, kad normaliojo 
atsitiktinio dydžio moda ir mediana sutampa su vidurkiu. 

Taikant normalųjį skirstinį dažnai reikia mokėti apskaičiuoti 
normaliojo atsitiktinio dydžio patekimo į intervalą tikimybę. Matematiškai 
šią tikimybę užrašyti nesunku. Pagal (11.2.5) formulę 

( LA 


2 


b 
Pla< X <b)=|0, s(4) dt =—>=]e 20* dy. (11.2.15) 


a 





Tačiau pointegralinės funkcijos pirmykštė funkcija nėra elementarioji, taigi 
(11.2.15) integralo įprastiniu būdu apskaičiuoti negalima. Todėl elgiamasi 
kitaip — integralas išreiškiamas vadinamąja Laplaso funkcija 
= —- 
Čb(x)= e 2dr, 
T 


o šios funkcijos reikšmės pateikiamos lentelėse (žr. priedo 3 lentelę). Šiuo 





tikslu (11.2.15) integrale pakeiskime kintamąjį: 
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x-H 
[01 
Gausime 





=t, x=L+t0, dx=oOdt. 


b-u b-u 


Pla X Sb)= p= | e Tame] fe Žo 


27 a-ų 


se 1 noie) 


Taigi turime formulę 








Pas xsh=0|27E)-ą| 172) (11.2.16) 
o o 


Patogu turėti ir atskirus šios formulės atvejus apskaičiuoti tikimybėmis 
P(X Za) ir P(X <b). Kadangi 
O(-)= i O(-—)= 2 
Ž 2 
tai iš (11.2.16) formulės turėsime 


Px 20)=1-0| CL), (11.2.17) 


PUX<h=2+0| 2). (11.2.18) 


Tikimybės, išreikštos (11.2.16), (11.2.17) ir (11.2.18) formulėmis, yra 
lygios atitinkamų užtušuotų sričių, apribotų Ox ašimi ir tankio funkcija, 
plotų didumui (11.2.11 pav., 11.2.12 pav. ir 11.2.13 pav.). 

Jei (11.2.16) formulę pritaikysime intervalui [4—€; 1+€] (£>0), 


kuris yra simetriškas vidurkio 1 atžvilgiu, gausime 


€ £ 
Pu-es Xsu+e)=0|£)-0[-2) 
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P 
X 
b 
11.2.11 pav. 
P 
X 
11.2.12 pav. 
P 
X 
b 


11.2.13 pav. 
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Kadangi funkcija D(x) nelyginė, tai šią lygybę galime perrašyti taip: 
P|x-u|<e)=20| 2). (11.2.19) 


Iš (11.2.19) lygybės, kai £ = 30, gauname ypač įdomų rezultatą: 

P(|X -u|<e)= 20(3) = 2-0,49865 = 0,9973 
(pasinaudojome priedo 4 lentele). Tai £rijų sigma taisyklė: 

tikimybė, jog normaliojo atsitiktinio dydžio reikšmė pateks į intervalą 

[u-30; Uu+30] yra artima vienetui, ty. šis įvykis praktiškai 

būtinasis. 

Ši normaliojo skirstinio savybė labai dažnai taikoma praktiniuose 
skaičiavimuose. 

11.2.2 pavyzdys. Tarkime, kad parduotuvėje per dieną parduodamos 
duonos kiekis yra normalusis atsitiktinis dydis su vidurkiu, lygiu 600 kg, ir 
standartiniu nuokrypiu 30 kg. Apskaičiuokime tikimybę, jog per dieną bus 
parduota: 

1) ne mažiau kaip 530 kg, bet ne daugiau kaip 650 kg duonos; 

2) daugiau negu 620 kg duonos; 

3) mažiau negu 550 kg duonos. 

Nustatykime, koks duonos kiekis parduodamas praktiškai visuomet. 

Sprendimas. Kadangi 4 = 600, c=30,tai 

1)iš (11.2.16) formulės 

P(530< X <650)= | 930600) - gj RU) = 

30 30 
= D(1,67) —- D(-2,33) = D(1,67) + (2,33) =0,425+ 0,4896 = 0,9421; 
2) iš (11.2.17) formulės 


1 


P(X >620)=--6 =0,5-6(0,67)= 
SS 30 (0,67) 


= 0,5 —-0,246 =0,2514; 
3)iš (11.2.18) formulės 
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1 550 — 600 
P(X <550) -Lrg| 20-60 


= 0,5 — D(1,67) = 0,5- 0,4525 = 0,0475. 


Pagal trijų sigma taisyklę parduodamos duonos kiekio patekimas į intervalą 


=05+6(-1,67) = 


[u—30; 1+30]=[510; 690] yra praktiškai būtinas. Vadinasi, užsakius 
duonos mažiau negu 510 kg, jos tikriausiai neužteks, o užsakius daugiau 
kaip 690 kg, praktiškai visuomet liks neparduotos duonos. 

Naudojant Laplaso funkciją apskaičiuojamos ne tik normaliojo, bet ir 
binominio dydžio patekimo į intervalą tikimybės. Suformuluosime 
integralinę Laplaso teoremą. 

Sakykime X — binominis atsitiktinis dydis, reiškiantis įvykio A 

pasirodymų kiekį po n identiškų nepriklausomų bandymų, p - įvykio 


A tikimybė konkrečiame bandyme, g =1- p. Tuomet 


k k- 
Ps XSK)0| 2 E |-ojk 2 (11.2.20) 


ynpą VNnpą 
Nesunku įžvelgti, kad (11.2.20) formulė yra (11.2.16) lygybės išvada. 
Iš tikrųjų prisiminkime, kad binominio atsitiktinio dydžio vidurkis yra lygus 








np, 0 standartinis nuokrypis npą .„ Taigi dar kartą stebime normaliojo 
atsitiktinio dydžio prigimtį — normalusis skirstinys yra binominio dydžio 
ribinis atvejis. 
Labai svarbi Laplaso integralinės teoremos išvada — Bernulio teorema 
(didžiųjų skaičių dėsnis): 
praktiškai visuomet identiškuose bandymuose stebimojo įvykio 
santykinis dažnis mažai skiriasi nuo šio įvykio tikimybės (kai bandymų 
kiekis didelis). 
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Dabar šį teiginį nesunku įrodyti. Iš tikrųjų panaudodami Laplaso 
integralinę teoremą ir jos žymenis, galime apskaičiuoti tikimybę 


Ą|ž 


= P(np-ne< X <np+nej= all ole I. 
P4 P4 
=2ale |) 
P4 


Taigi 
X 
Ą| ag <e)=20]e Eai (11.2.21) 
n pą 
lim oje EE 
ne P4 2 


Kadangi 
tai su bet kuriuo (nors ir labai mažu) teigiamu skaičiumi £ įvykis 


| X 


iki" 
n 




















< +) yra praktiškai būtinas. Teorema įrodyta. 


11.2.3 pavyzdys. Prekybos firmos agentas žino: pasiūlius prekę 
atsitiktiniam praeiviui, tikimybė, jog praeivis šią prekę įsigis, lygi 0,3. 
Apskaičiuokime tikimybę, jog pasiūlius prekę 100 žmonių, ją įsigis: 

1) ne mažiau kaip 20, bet ne daugiau kaip 35 žmonės; 

2) daugiau kaip 15 žmonių; 

3) mažiau negu 20 žmonių. 

Sprendimas. Pažymėkime X — žmonių, įsigysiančių prekę, skaičių. 
Laplaso integralinės teoremos žymenimis: n2=100, p=03, 4=0,7. 
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Apskaičiuojame:  np=100-0,33 =30, npą =, /30-0,7 =4,58. Tuomet 
pagal (11.2.20) formulę: 


os rss [2 o[2i0) 





4,58 458 
= 0(1,09)- 6(-2,18) =0,3621 +0,4854 = 0,8475; 
15-30 
15 0 0,5- O(-3,28) = 
2) P(X >15) 2 438 J- (-3,28) 
=0,5+ 0(3,28) = 0,5+0,4994 = 0,9994; 


20-30 
4,58 





1 
3) P(X <20) = 2 + ol | =0,5+0(-2,18) =0,5-0,4854 = 


= 0,0146. 

Normaliuoju skirstiniu aproksimuojamos ir Puasono atsitiktinio 
dydžio tikimybės. 

Tarkime, kad X - Puasono atsitiktinis dydis su parametru A. Kai 
A >30, tikimybę P(a< X <b) galima apytiksliai apskaičiuoti iš formulės 


b-) a-)4 
P(a< X <b)= oo, (11.2.22) 


11.2.4 pavyzdys. Nedidelės parduotuvės vidutinis lankytojų skaičius 
per savaitę yra 256. Apskaičiuokime tikimybę, jog parduotuvėje per savaitę 
apsilankys: 

1) daugiau kaip 240 žmonių; 

2) mažiau negu 280 žmonių; 

3) daugiau kaip 234, bet mažiau negu 290 žmonių. 

Sprendimas. Pažymėkime X —- lankytojų skaičių per savaitę, 
A = 256. Tuomet pagal (11.2.22) formulę: 

1) P(X >240) „o AL o =05+0(1) = 


2 
=0,5+0,3413 = 0,8413; 
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1 280-256) 1 
2) P(X <280)=-—+0| ——.|=7-+0(15)= 
) PC ) 2 256 2 2 


= 0,5 +0,4332 = 0,9332; 

290- 256 234- 256 

3) P(234< X < 290) = a P0-36 „| 2-9 = b(2,13) — 

OD(-1,38) = (2,13) + 0(1,38) = 0,4834 +0,4162 = 0,8996. 

Gana išsamiai išnagrinėjome normalųjį skirstinį ir kai kuriuos jo 
vartojimo atvejus. Tačiau matematinėje statistikoje ir ekonometrijoje 
reikalingi ir kitokie skirstiniai — eksponentinis, x2 (skaitoma — chi 
kvadratu), Stjudento, Fišerio skirstiniai. 


3. Eksponentinis skirstinys yra atsitiktinis dydis, kurio tankio funkcija 
apibrėžiama formule 


0, kai x< 0; 
p= Ae-k. kai x20; 


čia teigiamas skaičius A yra skirstinio parametras. Tankio funkcijos grafikas 
pavaizduotas 11.2.14 pav. 


11.2.14 pav. 
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Eksponentinio skirstinio vidurkis ir dispersija nesunkiai 
apskaičiuojami. Jie yra tokie: 
1 1 
EX a DX = 120 
Eksponentinis dydis dažnai vartojamas tiriant klientų aptarnavimo 
laiką, įvairių prietaisų bei jų komponenčių tarnavimo laiką. 
Kitus tolydžiuosius skirstinius: x2, Stjudento bei Fišerio apibrėšime 


11.3 skyrelyje, kai susipažinsime su atsitiktinių dydžių veiksmais. 


11.3. ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ TRANSFORMACIJOS IR JŲ 
PRIKLAUSOMUMAS 


Tarkime, kad X - diskretusis atsitiktinis dydis apibrėžtas skirstiniu 
A | Ap | As | | p 
PlPN|P>|---| P, 

Sakykime, y= f(x) — funkcija, kurios apibrėžimo sričiai priklauso dydžio 
X galimos reikšmės. Apskaičiuokime funkcijos y= f(x) (dydžio Y) 
reikšmes taškuose x, (k=1,2,...,n) ir gautosioms reikšmėms 
V, =J(x)) priskirkime tikimybės P(Y= y,) šitaip. Jei reikšmė y, 
įgyjama su viena reikšme x,, tai P(Y = y,)= p,. Kai reikšmė y, įgyjama 
su keliomis skirtingomis dydžio X reikšmėmis, sakykime, Ti Aa 
x, „tai P(Y = y,)= Pp, + Pp, 7 p,, . Tokiu būdu visuomet turint funkciją 
f(x) ir atsitiktinį dydį X , kurio galimos reikšmės priklauso funkcijos 
apibrėžimo sričiai, galima sudaryti kitą atsitiktinį dydį Y = f(X). Tokių 
atsitiktinių dydžių transformacijų dažnai prireikia tiek pačioje tikimybių 
teorijoje, tiek ją taikant. 


362 Taikomoji matematika 


11.3.1 pavyzdys. Sakykime, y= f(x) yra tiesinė funkcija: 
f(x)=ax+b, a,beR, o atsitiktinis dydis X charakterizuojamas 
skirstiniu 

X|-l| O0[ 1į 2 

P|0,2|0,3|0,1 [0,4 
Parašykime atsitiktinio dydžio Y =aX +b, a+ 0 skirstinį su bet kuriomis 
a ir b reikšmėmis, o po to dydžio Y skirstinį, kai a=-2, b=1. 

Sprendimas. Apskaičiavę atsitiktinio dydžio Y galimas reikšmes iš 
karto galime užrašyti šio dydžio skirstinį: 

Y |-a+b6| b |a+b| 2a+6b 

p| 02 [03] 01 0,4 
Kai a=-2, b= 1, turėsime 

YĮ 3] 1Į|-1|-3 

pP| 0,2| 03| 0,1| 0,4 

Įprasta skirstinio lentelėje atsitiktinio dydžio reikšmes' surašyti 
didėjimo tvarka. Todėl gausime tokį skirstinį: 

Y|[-3|-1|[1 | 3 

p (0,4 [0,1 [0,3 |0,2 

11.3.2 pavyzdys. Parašykime atsitiktinio dydžio Y = X? skirstinį, kai 
atsitiktinio dydžio X skirstinys yra 

Y|-2|-1[ 0| 1] 2| 3 

P|01|03[0,2|01|0,1[ 02 

Sprendimas. Atsitiktinio dydžio Y = X 2 galimos reikšmės yra 4; 1; 0 
ir 9, 0 jų įgijimo tikimybės atitinkamai 0,1+0,1 =0,2; 0,3+0,1 =0,4; 0,2 ir 


0,2. Surašę reikšmių didėjimo tvarka, gausime šitokį skirstinį: 
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Y[0O|1|4]09 

P|0,2|0,4|0,2| 0,2 

Ne visuomet tiriamąjį objektą galima charakterizuoti vienu atsitiktiniu 
dydžiu ir jo transformacijomis. Sudėtinga aparatūra testuojama pagal 
dešimtis parametrų, kurie apskritai priklauso nuo daugybės žinomų ir 
nežinomų atsitiktinių veiksnių. Vadinasi, turime susipažinti su 
daugiamačiais atsitiktiniais dydžiais — atsitiktinių dydžių rinkiniais. Kad 
būtų paprasčiau, apsiribosime dvimačių diskrečiųjų atsitiktinių dydžių bei 
kai kurių jų transformacijų nagrinėjimu. 

Dvimatis diskretusis dydis (X; Y) apibrėžiamas analogiškai 
vienmačiui, tik jo galimos reikšmės yra skaičių poros (x;; Y;): i=1; 2, 
m, k; j=1, 2,..., n. Vadinasi, turi būti apibrėžtos ir šių porų tikimybės 
Fi: 

P = P(X =x;, Y = y;). 

Surašę visas galimas atsitiktinio dydžio (X; Y) reikšmes bei jų tikimybes į 
stačiakampę lentelę, turėsime dvimačio atsitiktinio dydžio skirstinį (11.3.1 
lentelė). 


11.3.1 lentelė 
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Kaip vienmačio, taip ir dvimačio skirstinio visų tikimybių suma lygi 
vienetui: 
k n 
2XPS=1. 
i=1j=1 
Papildykime 11.3.1 lentelę vienu stulpeliu ir viena eilute surašydami į 
juos atitinkamai tikimybes 


p; = Pi + Pat. AP. AP, = DP, i=l, 2,., k, 
j=l 


k 
4į = B + Bit. AB +. AP s Du j=1, 2,.., n 


i 
(žr. 11.3.2 lentelę). 

Dešiniajame apatiniame kampe parašytas vienetas yra visų tikimybių 
P, suma. 


11.3.2 lentelė 





Atkreipkime dėmesį, kad p; yra įvykio, jog atsitiktinis dydis X įgis 
reikšmę x, tikimybė, o g; — įvykio, jog dydis Y įgis reikšmę y,, tikimybė. 
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Taigi iš dvimačio atsitiktinio dydžio (X; Y) skirstinio gaunami jo 
komponenčių X ir Y skirstiniai: 
(11.3.1) 
1r 


(11.32) 





Ir ne tik tai. Svarbu, kad iš dvimačio atsitiktinio dydžio (X; Y) skirstinio 
galima nustatyti komponenčių X ir Y priklausomumo laipsnį. Gali būti, 
kad dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, t.y. vienam iš šių dydžių įgijus 
kokią nors reikšmę, kito dydžio skirstinys nepakinta. Tačiau būna ir 
atvirkščiai, kai vieno dydžio reikšmių tikimybės priklauso nuo kito dydžio 
įgytos reikšmės. Ši priklausomybė gali būti stipri arba silpna. Tokiems 
klausimams nagrinėti prireiks kelių sąvokų. 
Tikimybė 

pdr-p- AM A 
Ė (X = x;) Pi 


yra įvykio Y = y, sąlyginė tikimybė su sąlyga AX = x;. Tuomet lentelę 


(11.3.3) 


(11.3.4) 





vadinsime atsitiktinio dydžio Y sąlyginiu skirstiniu su sąlyga AX = x;. 
Vidurkį, apskaičiuotą pagal šį skirstinį, t.y. 
P , | 
E,(Y)= y + p aj Ši (11.3.5) 
Pį i i 
vadinsime dydžio Y sąlyginiu vidurkiu su sąlyga X = x;. 
Analogiškai apibrėžiami dydžio X sąlyginės tikimybės su sąlyga 
Y = y,, sąlyginis skirstinys bei sąlyginis vidurkis: 
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P(X=x;, Y= Y;) P. 





P.(X=5)=————-=-2, (11.3.6) 
Vj P(Y = y;) 9į 
(11.3.7) 
P. P. P. 
E,(X)=5 + 4... (11.3.8) 
: 4; j 4; 


Tiriant  dvimačio atsitiktinio dydžio (X; Y) komponenčių 
priklausomumą galima naudotis sąlyginiais vidurkiais (11.3.5) ir (11.3.8). 
Pavyzdžiui, formulė (11.3.5) leidžia nustatyti, kaip kistų dydžio Y sąlyginis 
vidurkis kintant atsitiktinio dydžio X reikšmėms. Jei priklausomybė būtų 
stipri, tai atsitiktinio dydžio Y sąlyginis vidurkis, keičiantis X“ reikšmei, 
kistų žymiai. Šią priklausomybę išreiškę funkciniu ryšiu galėtume rašyti 

E, (Y)=9(x;). 

Ši lygybė vadinama dydžio Y  regresijos X atžvilgiu lygtimi. 
Panašiai 


E, (X)=1(y;) 


yra dydžio X regresijos Y atžvilgiu lygtis. 

Jei dydžio X įgyta reikšmė neturi įtakos Y sąlyginiams skirstiniams 
ir vidurkiams E, (Y), tai dydžiai nepriklausomi. Vadinasi, šiuo atveju 
sąlyginiai skirstiniai (11.3.4) sutampa su “besąlyginiu" skirstiniu (11.3.2). 
Taigi su visomis = 1, 2,..., k ir j=1, 2,..., n reikšmėmis turi galioti 
lygybės 

L 

Pi E. 2 


Sugretinę (11.3.7) ir (11.3.1) skirstinius, turėtume 
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L pi. 
4; 


Vadinasi, dydžiai X ir Y yra nepriklausomi tik tuomet, kai su visomis 
i=1, 2,..., k ir j=1, 2,..., n reikšmėmis galioja lygybės 

P; = P; "9j. (11.3.9) 
Jei su bent viena i, j pora (11.3.9) lygybė nėra teisinga, tai atsitiktiniai 
dydžiai X ir Y yra priklausomi. 

11.3.3 pavyzdys. Dvimačio atsitiktinio dydžio skirstinys yra 





Suraskime dydžių X ir Y skirstinius, dydžio Y sąlyginius skirstinius ir 
apskaičiuokime šio dydžio sąlyginius vidurkius. 

Sprendimas. Apskaičiavę eilučių ir stulpelių tikimybių sumas, 
turėsime 





Iš karto matome, kad dydžiai X ir Y yra priklausomi, nes, pavyzdžiui, 
P:ą *Ą4, (04-03 0,1). Atsitiktinių dydžių X ir Y skirstiniai tokie: 


r Ž | T.-1| 0,1 
0,4 |0,6 g 0,3 0,3 | 0,4 
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Apskaičiuokime dydžio Y sąlygines tikimybes: 


Bi(r--)=LA=4 
RT=0=Lž- 5 
Pas 1al 
Vadinasi, dydžio Y sąlyginis vidurkis su sąlyga X =-1 yra 
E. (Y) =(-D-2+0-5+12=0. 
Panašiai apskaičiuojamos ir kitos sąlyginės tikimybės bei sąlyginis vidurkis: 
R(Y=-)=5Ž=5. 
Tai 
R(r->8-L, 


1 1 1 1 
EAT IS- tt 


Matome, jog pakitus atsitiktinio dydžio X reikšmei, atsitiktinio 
ap l . 
dydžio Y sąlyginis vidurkis pasikeitė ( £ „(Y)=0, E (Y) = 7) Tai dar 
kartą patvirtina, jog dydžiai priklausomi. 

Dar sugrįžkime prie atsitiktinių dydžių transformavimo. Tarkime, kad 
z= gx, y) — dviejų kintamųjų funkcija, o (X; Y) — dvimatis atsitiktinis 
dydis. Išsiaiškinkime, kaip sudaromas atsitiktinis dydis Z = g(X, Y) 
apsiribodami dviem paprasčiausiais atvejais: 1) g(x,y)=x+y ir 


2) ga, y) = xp. Atsitiktinį dydį (X; Y) paimkime iš 11.3.3 pavyzdžio: 
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1) Kadangi z= g(x, y)=x+ y, tai visas galimas atsitiktinio dydžio 
Z reikšmes gausime sudėję kiekvieną dydžio X reikšmę su kiekviena Y 
reikšme: 

—1+(-1)=-2, -1+0=-1, -1+1=0, 1+(-1)=0, 1+0=1, 

L+1=2. 

Apskaičiuojame dydžio Z reikšmių —2, —1, 0, 1, 2 tikimybes ir 
gauname atsitiktinio dydžio Z = X + Y skirstinį: 

Z|-2|-1 [0] 112 

p|01 [0,2 [0,3| 01 | 0,3 

2) Kai z= g(x, y) = xy, dydžio Z skirstinys gaunamas panašiai kaip 


(11.3.10) 


ir pirmuoju atveju, tik dydžių X ir Y galimos reikšmės sudauginamos: 
-1-(-1)=1, -1-0=0, -1-1=-1, 1-(-1) =-1, 1-0=0, 
L51=ė. 
Trys skirtingos dydžio Z reikšmės —1, O ir 1 įgyjamos su tikimybėmis 
atitinkamai 0,1+0,2=0,3, 0,2+0,1=0,3 ir 0,1+0,3=0,4. Todėl dydžio 
Z= X -Y skirstinys yra 
Z|-1|0| 1 
P 03 |03|0,4 


Kaip matome, su atsitiktiniais dydžiais galima atlikti įvairius 


(113.11) 


veiksmus, pavyzdžiui, atsitiktinį dydį padauginti iš skaičiaus, du atsitiktinius 
dydžius sudėti arba sudauginti. Jeigu norime apskaičiuoti tokių dydžių 
skaitines charakteristikas, pravartu žinoti kai kurias vidurkio bei dispersijos 
savybes. 
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Iš vidurkio ir veiksmų su atsitiktiniais dydžiais apibrėžimų išplaukia 
šios vidurkio savybės. 

1. Jei a ir b realieji skaičiai, tai 

E(aX)=aEX, 

E(aX +b)=aEX +b. 

2. Dviejų atsitiktinių dydžių sumos vidurkis yra lygus šių dydžių 

vidurkių sumai: 

E(X+Y)=EX + EY. 

3. Jei atsitiktiniai dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, tuomet jų 

sandaugos vidurkis yra lygus dauginamųjų vidurkių sandaugai: 

E(X-Y)=EX -EY. 

Žinant šias savybes dažnai palengvėja įvairių atsitiktinių dydžių 
vidurkių skaičiavimas. 

11.3.4 pavyzdys. Apskaičiuokime atsitiktinio dydžio —-2X +1 
vidurkį, kai atsitiktinio dydžio X skirstinys yra 

X|-1[0|1 | 2 

P |0,2|0,3 [0,1 [04 

Sprendimas. Apskaičiuojame dydžio X vidurkį: 

EX =(-1)-02+0-03+1-0,1+2-04=0,7. 
Tuomet iš pirmosios vidurkių savybės 

E(-2X +1)=-2EX +1=-2-0,7+1=-0,4. 
Tą patį rezultatą gautume ir apskaičiavę atsitiktinio dydžio —2X +1 
vidurkį pagal šio dydžio skirstinį (žr. 11.3.1 pavyzdį). 

11.3.5 pavyzdys. Apskaičiuokime atsitiktinių dydžių sumos X + Y 
vidurkį, kai duotas dvimačio dydžio (X; Y) skirstinys 
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Sprendimas. Kadangi dydžių X ir Y skirstiniai yra (žr. 11.3.3 
pavyzdį) 

aTa CA TOITTI 

p [0,4 [0,6 4 (0,3 [0,3 [0,4 
tai 

EX =-1-04+1-0,6=0,2 

EY =-1-03+0-0,3+1-04=0,1. 
Iš vidurkio antrosios savybės 

E(X +Y)=EX + EY =02+0,1=0,3. 

Šį rezultatą, aišku, galima gauti ir iš dydžio X +Y skirstinio 
(11.3.10), tačiau tai pareikalautų daugiau skaičiavimų. 


11.3.6 pavyzdys. Apskaičiuokime atsitiktinių dydžių sandaugos XY 
vidurkį, kai duotas dvimačio dydžio (X; Y) skirstinys 





(žr. 11.3.5 pavyzdį). 
Sprendimas. Pasinaudoti trečiąja vidurkio savybe negalime, nes 
dydžiai X ir Y priklausomi (žr. 11.3.3 pavyzdį). Lieka pasinaudoti 
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atsitiktinio dydžio Z = XY skirstiniu (11.3.11) ir pagal jį apskaičiuoti 
E(XY): 

XY|-1[ 0 | 1 

P |03|0,3|0,4 

E(XY)=-1-03+0-03+1-04=0,l. 

Pastaba. Jei E(XY) apskaičiuotume pagal trečiąją savybę, gautume 
neteisingą rezultatą: 

E(XY)= EX -EY =0,2-01=0,02. 
Dar kartą įsitikiname, kad šia formule galima naudotis tik tuomet, kai 
dauginamieji yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai. 

11.3.7 pavyzdys. Apskaičiuokime atsitiktinių dydžių X ir Y sumos 
X +Y ir sandaugos XY vidurkius, kai duotas dvimačio dydžio (X; Y) 






skirstinys 
LŽ 0,08 
0 0,18 0,12 


03 0,2 





Sprendimas. Apskaičiuokime eilučių ir stulpelių tikimybių sumas ir 
papildykime skirstinio lentelę: 







0,18 0,12 0,3 
0,3 0,2 0,5 


E AE AKA 


== | 0,12 0,08 
0 
l 
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Pirmiausia pastebime, kad dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, nes lygybės 
P,=p;-ą; teisingos su visomis indeksų i ir j poromis. Todėl 
E(XY)= EX -EY . Taigi pakanka surasti vidurkius EX ir EY : 

EX =(-1)-02+0-03+1-0,5=0,3, 

EY =0-0,6+1-04=0,4. 
Vadinasi, 

E(X +Y)=0,3+0,4=0,7, 

E(XY)=0,3-0,4=0,12. 

Transformuotų atsitiktinių dydžių dispersijai galioja šios savybės. 

1. Jei a ir b realieji skaičiai, tai 

D(aX +b)=a2DX . 

2. Dviejų nepriklausomų atsitiktinių dydžių sumos dispersija yra lygi 

dėmenų dispersijų sumai: 

D(X+Y)=DX+DY. 
Be to, iš vidurkio savybių išplaukia patogi formulė dispersijai apskaičiuoti: 

DX =E(X?)-(EX)?. (11.3.12) 
Iš tikrųjų 

DX =E(X - EX)? =E(X2-2X -EX +(EX)?)= 

=E(X?)-2EX -EX +(EX)? = E(X?)-(EX)2. 

11.3.8 pavyzdys. Apskaičiuokime atsitiktinių dydžių sumos X + Y 
dispersiją, kai dvimačio dydžio (X; Y) skirstinys toks (žr. 11.3.7 pvz.): 





374 Taikomoji matematika 


Sprendimas. Kadangi dydžiai X ir Y yra nepriklausomi (žr. 11.3.7 
pavyzdį), pasinaudosime dispersijos antrąja savybe: 

D(X+Y)=DX+DY. 
Apskaičiuodami dispersijas DX ir DY taikysime (11.3.12) formulę ir 


naudosimės 11.3.7 pavyzdžio skaičiavimų rezultatais: 


EX =03, 
EX =(-1)2-0,2+02-0,3+12-0,5=0,7, 
EY =04, 
EY =02-0,6+12-04=0,4. 
Todėl 


DX =0,7-(0,3)2 =0,7-0,09=0,61, 

DY =0,4-(0,4)? =0,4-0,16= 0,24, 

D(X +Y)=0,61+0,24 =0,85. 

Dabar panagrinėsime vieną svarbią dvimačių atsitiktinių dydžių 
skaitinę charakteristiką — koreliacijos koeficientą. Tarkime, kad (X; Y) 
dvimatis atsitiktinis dydis su duotuoju skirstiniu (žr. 11.3.2 lentelę). Tuomet 


atsitiktinių dydžių X ir Y koreliacijos koeficientu vadinamas skaičius 


1 
p(X, UZ om,  —2U-E5 (11.3.13) 


čia 6(X) ir 0(Y) - dydžių X ir Y standartiniai nuokrypiai. 
Pirmiausia pastebime, kad formulė (11.3.13) lengvai pertvarkoma 

apskaičiavus į ją įeinantį vidurkį: 
E((X-EXXY-EX))=E(XY-X-EY-Y-EX + EX -EY)= 
=E(XY)- EX -EY. 

Todėl 
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p(X, „ES, (11.3.14) 

Koreliacijos koeficientas yra dviejų atsitiktinių dydžių tiesinio sąryšio 
stiprumo matas. Yra įrodyta, kad bet kurių atsitiktinių dydžių X ir Y 
koreliacijos koeficientui galioja nelygybė 

-1<p(X, Y)S1. 
Jei dydis Y priklauso nuo dydžio X tiesiškai, t.y. Y =aX +b (a*0), tai 
pP(X, Y)=+1. Šis rezultatas gaunamas iš koreliacijos koeficiento (11.3.13) 
apibrėžimo: 

6(Y)=NDY = |D(aX +b) =Ja?DX =|a| o(X), 

E((X -EXXY - EX) = E((X - EX (a(X - EX ))) = 

=aE((X - EX)?)=a0*(X), 


Kita vertus, jei dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, tai p(X, Y)= 0. 
Iš tikrųjų pasinaudoję vidurkio savybėmis, gausime lygybę 

E((X-EXJ(Y -EY))=E(X -EX)-E(Y - EY). 
Tačiau 

E(X - EX)= EX - EX =0, 

E(Y -EY)=EY-EY =0, 
todėl p(X, Y)=0. 

Dydžiai X ir Y, kurių koreliacijos koeficientas p(X, Y) lygus 
nuliu, vadinami nekoreliuotais; jei p(X,Y)*0 —- koreliuotais. 


Atkreipkime dėmesį, kad “nekoreliuoti" ir “nepriklausomi" nėra tapatingos 
sąvokos. Yra atsitiktinių dydžių, kurie yra priklausomi, bet nekoreliuoti. 
Tačiau, jei X ir Y yra normalieji skirstiniai, tai jie, būdami nekoreliuoti, 
yra ir nepriklausomi. 
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11.3.9 pavyzdys. Apskaičiuokime atsitiktinių dydžių X ir Y 
koreliacijos koeficientą, jei dvimačio dydžio (X; Y) skirstinys yra 


0,18 0,12 
03 0,2 





(žr. 11.3.7 pvz. ir 11.3.8 pvz.). 

Sprendimas. Atsitiktiniai dydžiai X ir Y yra nepriklausomi (žr. 
11.3.7 pvz.). Todėl jų koreliacijos koeficientas yra lygus nuliui: 

P(X, Y)=0. 

11.3.10 pavyzdys. Apskaičiuokime dydžių X ir Y koreliacijos 
koeficientą, kai dvimačio atsitiktinio dydžio (X; Y) skirstinys yra 





(žr. 11.3.3 pvz.). 
Sprendimas. Koreliacijos koeficientą p(X, Y) apskaičiuosime pagal 


(11.3.14) formulę. Kadangi komponenčių X 17 Y  skirstiniai yra 
atitinkamai 


*IsLLET — Riatla ja 
plo4106| " ADATA 


tai šių dydžių vidurkiai tokie: 
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EX =(-1)-04+1-0,6=0,2, 
EY =(-1)-0,3+0-0,3+1-04=0,1. 
Norint apskaičiuoti dydžių X ir Y dispersijas, reikia surasti E( X?) 
ir E(Y2) (žr. (11.3.12) formulę): 
E(X*)=(-1)*-04+17-0,6=1, 
E(Y*)=(-1)"-0,3+07-0,3+17-04=0,7. 
Tuomet 
DX =E(X')-(EX) =1-(0,2)* =0,96, 
o(X)= J0,96 =0,98, 
DY = E(Y*)-(EY)" =0,7-0,1" =0,69, 
G(Y) = 0,69 = 0,83. 
Dar suraskime atsitiktinių dydžių sandaugos XY vidurkį: 
E(XY)=(-1)-(-1)-0,1+(-1)-0-0,2+(-1)-1-0,1+1-(-1)-0,2 + 
+1-0-0,1+1-1-03=0,1-0,1-0,2+0,3=0,1. 
Tą patį rezultatą gautume ir iš atsitiktinio dydžio XY skirstinio (11.3.11). 


Skaičiavimų rezultatus įrašę į (11.3.14), apskaičiuojame koreliacijos 
koeficientą: 


o(X)-o(Y) | 098-083 081 
Taigi atsitiktinio dydžio (X; Y) komponentės X ir Y yra silpnai 
koreliuoti dydžiai, nes koreliacijos koeficientas — gana mažas skaičius. 
Baigdami šį skyrelį dar apibrėžkime keletą tolydžiųjų skirstinių, kurie 
dažnai vartojami matematinėje statistikoje ir ekonometrijoje. Tai x2, 
Stjudento (Student — anglų statistiko William Sealy Gosset slapyvardis, 


1876 — 1937) ir Fišerio (Ronald Alymer Fisher — anglų statistikas, 1890 — 
1962) skirstiniai. 
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X2 skirstinys. Tarkime, kad X,,X;,..., X, yra nepriklausomi 
atsitiktiniai dydžiai su standartiniu normaliuoju tankiu. Tuomet 


atsitiktinio dydžio 
Ps XI+ XI AXI = YX2 
Xi kg l 2785 nn“ i 
i=l 


skirstinį vadiname x? skirstiniu su n laisvės laipsnių. 


Šio dydžio tankio funkcijos formulė gana sudėtinga, todėl jos 


nepateiksime. Tik pravartu žinoti, kad 


Ex? =n, Dy2=2n. 
Stjudento skirstinys. Jei atsitiktiniai dydžiai Y, X,, X;,..., X „yra 
nepriklausomi, o jų tikimybių tankis yra standartinis normalusis, tai 
atsitiktinį dydį 

„„Varo JnY 

" X ĮXl+X+..+XĮ 


vadiname Stjudento skirstiniu su n laisvės laipsnių. Kartais šis 





skirstinys vadinamas t skirstiniu. 


Fišerio skirstinys (sutrumpintai  — F skirstinys) Tegu 
X, X;,..., X. Yi, Y5,..., Y, yra nepriklausomi standartiniai 
normalieji atsitiktiniai dydžiai. F skirstiniu su m ir n laisvės 
laipsniais vadiname atsitiktinio dydžio 

„O n(X?+ X2+..+X2) 

"myl mM(YP + Y2+..+Y?) 





m,n 


skirstinį. 


Stjudento ir F skirstinių ne tik tankio funkcijos, bet ir skaitinių 


charakteristikų išraiškos sudėtingos — čia jų irgi nepateiksime. 
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Vartojant x2, Stjudento bei Fišerio skirstinius praktikoje, dažniausiai 
naudojamasi šių skirstinių kritinių reikšmių lentelėmis arba tiesiog 
statistiniais programiniais paketais. 


11.4. UŽDAVINIAI 


11.4.1. Laimės ratas padalintas į 10 lygių sektorių: vienas iš jų 
nudažytas geltonai, du — raudonai, trys — žaliai ir keturi - mėlynai. Rodyklei 
apsistojus geltoname sektoriuje, lošėjas laimi 5000 Lt, raudoname — 3000 
Lt, žaliame — 2000 Lt, mėlyname — 1000 Lt. 

Lošėjas pasuko ratą. Parašykite išlošio skirstinį. Apskaičiuokite išlošio 
vidurkį ir standartinį nuokrypį. 

11.4.2. Tikimybė, kad parduotuvėje įsigytas naujas kompiuterio 
diskelis yra nekokybiškas, lygi 0,02. Pirkėjas įsigijo šešis diskelius. Kokia 
tikimybė, kad 

1) visi šeši diskeliai kokybiški; 

2) vienas diskelis nekokybiškas? 

Apskaičiuokite atsitiktinio dydžio — nekokybiškų diskelių skaičiaus — 
vidurkį ir standartinį nuokrypį. 

11.4.3. Tikimybė, jog atsitiktinai pasirinktas gaminys nestandartinis, 
lygi 0,2. Kokia tikimybė, kad iš 12 atsitiktinai pasirinktų gaminių daugiau 
negu trys nestandartiniai? Apskaičiuokite atsitiktinio dydžio, reiškiančio 
nestandartinių detalių skaičių, vidurkį ir dispersiją. 

11.4.4. Tikimybė, jog penkiasdešimtmetis žmogus numirs nesulaukęs 
60 metų amžiaus lygi 0,15. Apskaičiuokite tikimybę, jog iš 200 atsitiktinai 
pasirinktų penkiasdešimtmečių numirs nesulaukę 60 metų: 

1) 32 žmonės; 

2) 29, 30 arba 31 žmogus; 

3) ne daugiau kaip 25 žmonės? 
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11.4.5. Tegu tam tikroje magistralės atkarpoje autoįvykių per dieną 
skaičius yra Puasono atsitiktinis dydis X su vidurkiu 1. Suraskite tikimybės 
P(X=0), P(X =1), P(X=2), P(X =3), P(X =4) ir P(X 25). 

11.4.6. Tikimybė, jog atsitiktinai pasirinktas žmogus palaiko 
vyriausybės politiką, lygi 0,4. Apskaičiuokite tikimybę, kad iš 1000 
atsitiktinai pasirinktų apklausiamųjų vyriausybės politiką palaiko 

1) daugiau negu 425 žmonės; 

2) mažiau negu 390 žmonių; 

3) daugiau negu 350, bet mažiau kaip 450 žmonių. 

11.4.7. Automatinė linija sugenda vidutiniškai 3,4 karto per 5 dienas. 
Kokia tikimybė linijai sugesti 2 kartus per dieną, jei gedimų skaičius yra 
Puasono atsitiktinis dydis? 

11.4.8. Tam tikros rūšies prekių paklausa yra Puasono atsitiktinis 
dydis, kurio vidurkis 45 vienetai per savaitę. Kokia tikimybė, kad šios 
prekės paklausa bus ne mažesnė kaip 50 vienetų 

1) per kitą savaitę; 

2) per kitas dvi savaites? 

11.4.9. Telefonų stotyje per valandą užfiksuojami vidutiniškai 64 
skambučiai. Kokia tikimybė, jog artimiausią valandą telefono skambučių 
skaičius 

1) neviršys 70; 

2) bus didesnis negu 60, 
jei telefono skambučių skaičius yra Puasono atsitiktinis dydis? 

11.4.10. Tarkime, kad laikas, kurį stotelėje keleiviui tenka laukti 
autobuso yra tolygusis atsitiktinis dydis. Apskaičiuokite tikimybę, jog 
keleiviui teks laukti 

1) mažiau negu 3 minutes; 

2) daugiau kaip 6 minutes, 
jei autobusai važinėja kas 10 minučių. 
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11.4.11. Tarkime, kad tam tikros rūšies elektros lempučių 
eksploatavimo laikas yra eksponentinis atsitiktinis dydis, kurio vidurkis yra 
800 valandų. Kokia tikimybė, kad lemputė degs 

1) mažiau negu 700 valandų; 

2) daugiau kaip 1000 valandų? 

11.4.12. Fasavimo automatu išfasuotų skalbimo miltelių vieno 
įpakavimo masė yra normalusis atsitiktinis dydis, kurio vidurkis 930 gramų, 
o standartinis nuokrypis 20 gramų. Kiek procentų įpakavimų, kuriuose yra 

1) mažiau negu 900 gramų; 

2) daugiau kaip 970 gramų; 

3) daugiau kaip 900, bet mažiau negu 950 gramų 
skalbimo miltelių? 

11.4.13. Diskrečiojo atsitiktinio dydžio X skirstinys yra 

X|-1|0| 1 

Pp|0,1|0,7| 0,2 
Parašykite atsitiktinių dydžių Y=X24+X ir Z=X2-X skirstinius. 
Apskaičiuokite dydžių Y ir Z vidurkius ir standartinius nuokrypius. 

11.4.14. Nustatykite, ar dydžiai X ir Y priklausomi ir suraskite 

a) komponenčių X ir Y skirstinius bei jų skaitines charakteristikas 
EX „EY „6G(X), O(Y)į 

b) atsitiktinių dydžių X +Y, X -Y, XY skirstinius ir šių dydžių 
vidurkius bei standartinius nuokrypius; 

c) dydžių X ir Y sąlyginius skirstinius ir sąlyginius vidurkius; 

d) atsitiktinių dydžių X ir Y koreliacijos koeficientą p(X, Y), 


kai dvimačio atsitiktinio dydžio (X; Y) skirstinys toks: 
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5) 
L*|)jai 
0,42 0,07 0,21 
0,18 0,03 0,09 
6) 


0,01 0,01 0,03 
0,08 0,08 0,24 
0,01 0,01 0,03 





11.4.15. Parašykite dvimačio atsitiktinio dydžio (X; Y) skirstinį, 
atsitiktinio dydžio Z =2X —3Y skirstinį ir apskaičiuokite EZ ir DZ , kai 
nepriklausomų atsitiktinių dydžių X ir Y skirstiniai tokie: 


1) 
X|-2|=tl 6 Yi6alija 
p|0,110,610,3 a 107|0,2|0,1 
2) 
+= bi Ylija 
pl0,5 10,3 |0,2 a |0,6|0,4 
3) 


X|-i|1 7is4į a) L] a 
p10,510,5 4|0,2|0,2|0,2| 0,4 
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4) 
X|-2|0| 1 
p |04|03|03 
3) 
X|-3|-1| 1 | 3 
p|04|0,2|0,2 [0,2 
6) 


X|-05| 1 10,5 
p| 04 |04]|0,2 


Yzi1lzjs 
4|0110,2 10,7 


Y|1]3]5 
4|0,6|0110,3 


Y |-0,5 | 0,5 
ą| 05 |0,5 
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12. MATRICINIAI LOŠIMAI 
12. 1. MATRICINIO LOŠIMO SĄVOKA. BALNO TAŠKAS 


Daugelyje ekonomikos reiškinių (ir ne tik juose) nesunku įžvelgti 
įvairių konfliktų, kylančių dėl individų bei jų grupių interesų skirtingumo. 


nekreipia dėmesio į partnerių interesus. Kita vertus, visi šios veiklos 
dalyviai turėtų rasti tam tikrą interesų suderinimo būdą, nes nepasiekus 
kompromiso pati veikla galėtų nutrūkti. 

Matematikoje konfliktai modeliuojami /ošimais. Konflikto dalyviai 
vadinami lošėjais, o galimi jų veiksmai — strategijomis. 

Šioje knygoje glaustai susipažinsime tik su dviejų asmenų lošimais. 

Sakykime L, ir L, yra lošėjai, o P ir O —- jų strategijų aibės. Bet 
kurią strategijų pe P ir ge0O porą s=(p; g) vadinsime situacija. Visą 
situacijų aibę PX (O žymėsime S. Taigi S= Px O. 

Situacijos se S naudingumą pirmajam lošėjui pažymėkime u,(s), o 
jos naudingumą antrajam lošėjui pažymėkime u;(s). Šie naudingumo 
indeksai dar vadinami išlošiais. Turėsime mintyje, kad išlošiai u,(s) ir 
uj(s) — bet kokie realieji skaičiai. Neigiamą naudingumo indeksą taip pat 
vadinsime išlošiu, nors iš tikrųjų jis yra lošėjo pralošis. Taip pat laikysimės 
prielaidos, kad išlošiai u,(s) ir u5(s) apibrėžti visoms situacijoms sE S. 
Vadinasi, turėsime dvi lošimo funkcijas: 

uų:PxXO0—> R ir u:PXO0—> R. 

Pirmąja funkcija aprašyti lošėjo L, interesai, o antrąja — lošėjo L; interesai. 
Strategijų aibės P ir O apibūdina lošėjų galimybes siekti savo tikslų. 

Toliau nagrinėsime tik pilnos informacijos nekoalicinius dviejų 

asmenų lošimus. Tai tokie lošimai, kuriuose vienas lošėjas žino kito lošėjo 


386 Taikomoji matematika 


strategijų aibę bei lošimo funkciją, o lošėjų derybos renkantis strategijas 
draudžiamos. Taigi strategijų derinimas gali vykti tik netiesiogiai, — 
analizuojant vienas kito strategijų aibes bei lošimo funkcijas. 

Kiekvieno lošėjo tikslas — gauti kuo didžiausią išlošį. Tačiau lošėjo 
išlošis priklauso ne tik nuo jo paties pasirinktos strategijos, bet ir nuo 
partnerio pasirinkimo. Todėl optimalumo apibrėžimas dviejų asmenų lošime 
nėra trivialus dalykas. Galimi įvairūs optimalumo principai. Šioje knygoje 
paminėsime tik du: 1) didžiausių išlošių ir 2) Nešo (J.Nash) pusiausvyros. 

Didžiausių išlošių principo apibrėžimas. Sakoma, kad situacija 

(2; 3), pe P, ge0 yraoptimali, jeigu 

Uu (P, g) = maxu( p, 4) (12.1.1) 


u>(P, g) = maxu5( p, 4). (12.1.2) 
Abiejose apibrėžimo sąlygose p ir g (pe P, 4€ 0) - bet kurios 
lošėjų strategijos. Taigi abiejų funkcijų, v,( p, 4) ir u5( p, g) , maksimumai 
ieškomi visoje situacijų s= (p, g) aibėje S= Px O. 
Šis optimalumo principas yra priimtinas, nes optimalioje situacijoje 
(p; g) abiejų lošėjų išlošiai yra didžiausi. Tačiau jis turi rimtą trūkumą, nes 
dviejų kintamųjų funkcijos u=u,(p,4) ir u=u;(p, g) didžiausias 
reikšmes maxu,(p, g) bei maxu;(p, g) gali įgyti skirtinguose situacijų 
aibės S = Px O taškuose. Taigi optimali situacija taikant didžiausių išlošių 
principą egzistuoja tik atskirais atvejais. 
Nešo pusiausvyros apibrėžimas. Strategijų pora (p“; 49) vadinama 
lošimo Nešo pusiausvyros situacija, jeigu 
W(p9, 49)= ES JA ą9) (12.1.3) 


Ur( p“, TIE MBPS, ą). (12.1.4) 
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Nesunku suvokti, kad šio apibrėžimo sąlygos yra silpnesnės už 
(12.1.1) ir (12.1.2) sąlygas. Jeigu pora (p; 4) būtų optimali pagal 
didžiausių išlošių principą, tai ji būtų ir Nešo pusiausvyros situacija. Tačiau 
atvirkštinis teiginys ne visada teisingas. 

Taip pat pastebėkime, kad (12.1.3) ir (12.1.4) sąlygas galima parašyti 
taip: 

1) w(p?, 49) ž (p, 49),kai pe P; 

2) u5(p9, g9)Zu5(p?, g),kai ge O. 

Šios nelygybės leidžia labiau įsigilinti į Nešo pusiausvyros esmę. Jeigu 
lošėjas (tiek L,, tiek L;) bandytų nukrypti nuo optimalios strategijos, tai jo 
išlošis tikrai nepadidėtų. Vadinasi, nei L,, nei LZ; nesuinteresuotas nukrypti 
nuo optimalios situacijos — Nešo pusiausvyros (p“?: g?) strategijų p? ir g“. 

Išnagrinėkime porą pavyzdžių. 

12.1.1 pavyzdys. Sakykime, kad pirmasis lošėjas ( L,) renkasi kurį 
nors aibės (I; 2; 3) skaičių, o antrasis (lošėjas L;) — kurį nors aibės 
(1; 2; 3; 4) skaičių. Išlošiai apskaičiuojami taip: pasirinktasis skaičius 
keliamas kvadratu ir iš rezultato atimamas lošimo partnerio pasirinktasis 
skaičius. Ištirkime optimalių situacijų egzistavimą. 

Matome, kad pirmasis lošėjas turi tris strategijas, o antrasis — keturias. 
Jas pažymėkime atitinkamai p;, i=1, 2, 3 ir g;, j=1, 2, 3, 4. Strategija 
p; reiškia skaičiaus ie(I; 2;3) pasirinkimą, 0 g, - skaičiaus 
je(l; 2; 3, 4) pasirinkimą. Taigi lošėjų L, ir L, strategijų aibės yra 
atitinkamai P= (p; p>; p5) ir O= (gį; 45; 33; 94) , 0 jų lošimo funkcijos 
— tokios: 

1) m(P;»4j;)=i2—j (i=1, 2, 3, j=1, 2, 3, 4); 

2) u;(p;+4;)= jž—i (i=1, 2, 3, j=1, 2, 3, 4). 
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Kadangi abiejų lošėjų strategijų aibės baigtinės, tai galime sudaryti 
lošimo funkcijų reikšmių — L, ir L, išlošių lenteles (12.1.1 lent. ir 12.1.2 
lent.). 


12.1.1 lentelė 





Taikydami didžiausių išlošių optimalumo principą, lošimo sprendinio 
— optimalios situacijos negauname, nes didžiausias reikšmes funkcijos 
u( p; g;) ir u>(p;, g;) įgyja skirtinguose taškuose: 

max 4 (P;, g,)=8= 4 P3, gj), 

max U>(p;, 4j) = 15=45(P1, 44). 

Pagal Nešo pusiausvyros apibrėžimą optimali situacija egzistuoja. Tai 
pora (p;3;44). Pirmojo lošėjo išlošis w(p4,44)=5, O antrojo — 
u(p4, 44) = 13. 

12.1.2 pavyzdys. Lošėjų L, ir L, strategijų aibės yra atitinkamai 
P= (pi; p; p) ir O= [3,3 95; 95) , o jų išlošių lentelės tokios: 


12. Matriciniai lošimai 389 





Abi lošimo funkcijos didžiausias reikšmes įgyja skirtinguose taškuose: 
funkcija w4(p;, g;) — taške (p3; g,), o uz(p;, g;) — taške (p; g;). 
Vadinasi, pagal didžiausių išlošių principą šis lošimas sprendinio 
(optimalios situacijos) neturi. 

Pagal Nešo pusiausvyros apibrėžimą pora (p;;g;) yra lošimo 
sprendinys tik tada, kai skaičius u(p;, g,) yra didžiausias pirmosios 
lentelės j-me stulpelyje, o skaičius u;(p;, g,) — didžiausias i -oje 
antrosios lentelės eilutėje. Matome, kad nė viena situacija tokios savybės 
neturi. Taigi lošimas Nešo pusiausvyros neturi. 

Toliau nagrinėsime tik atskirąjį nekoalicinių lošimų klasės lošimą — 
vadinamąjį matricinį lošimą. 

Dviejų asmenų nekoalicinis lošimas vadinamas matriciniu lošimu, 

Jeigu 

1) abiejų lošėjų strategijų aibės P ir O yra baigtinės 

ir 

2) lošimo funkcijos u(p, 4) ir ux( p, 4) susijusios priklausomybe 

u5(p, 4) =-u(p, 4) ,kai pe P ir ge O. (12.1.5) 

Pirmoji sąlyga reiškia, kad situacijų kiekis lošime yra baigtinis, o 
antroji rodo, kad lošimas antagonistinis, nes vieno lošėjo išlošis lygus kito 
lošėjo pralošiui. 

Sakykime, P= (pi; p53...5 D„) T O= (gi; 95;-..; g,) yra lošėjų L, 
bei L; strategijų aibės. Aišku, jas galima pakeisti indeksų aibėmis 
I = (1; 2;...; m) ir J= (1; 2;...; n). Paprastai šios indeksų aibės taip pat 
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vadinamos strategijų aibėmis. Tada pirmojo lošėjo išlošius galima užrašyti 
glaustesniu simboliu, pavyzdžiui, a;. Visą funkcijos w(p;, 4;), ie 1, 
je J reikšmių aibę patogu pateikti m xn matmenų matrica. Pažymėję ją 
A , turėsime 

Uu(P1594,) W(P154>) << W(P154,) Gi 02 --- Op 


pa W(P254,) V(P545) «<< W(P2544) | | G 022 --- Op, 


Uu(P„:41) U(Pmn:43) są Uu(P„:4,) Ani Lm2 + Ann 
Pagal (12.1.5) lengva sudaryti ir antrojo lošėjo išlošių matricą B: 


Tj 02 "r Ap 
Tj 055 "7 0, 

B= =-A. 
Tam T Am2 + T Ann 


Skaičiai 5, = —a; yra lošėjo L, išlošiai, todėl skaičius a; galima vadinti jo 


pralošiais. Taigi matrica 


M 
visiškai apibūdina matricinį lošimą. Jos eilučių numerius i (i= 1, 2,..., m) 
galima laikyti pirmojo lošėjo strategijomis, 0 stulpelių numerius į 
(j/=1, 2,..., n) - antrojo lošėjo strategijomis. Šios matricos elementai Ai; 
yra L, išlošiai ir L; pralošiai. Indeksų pora (i; j) apibrėžia situaciją 
s=(p;; g), todėl rašysime tiesiog s= (i; j). 


Aptarkime matricinio lošimo Nešo pusiausvyros situacijas. Tarę, kad 
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Ai 02 p 


An 622 o 82 


EA Eni ss gs 
yra šio lošimo matrica, pagal bendrąjį pusiausvyros apibrėžimą gausime, jog 


pora (ig; ją) yra Nešo pusiausvyros situacija, jeigu 


1) a, 20; „kai i=1, 2,. 
ir 

2) - G, Z-0,,„kai j=1, 2... 
Antroji sąlyga ekvivalenti šiai: 

Gj, 50; kai j=1, 2,. 


Vadinasi, abi apibrėžimo sąlygas galima sujungti į vieną: 


ių Bs Ša, KM TS L, Žians My J= 1, Žo R 


šo D "iojo T Čiaj? 
Dėl šios sąlygos matricinio lošimo Nešo pusiausvyros situacija vadinama 
balno tašku. 
Apibendrindami pateiktus samprotavimus, suformuluokime 
matricinio lošimo balno taško apibrėžimą. 
Strategijų i; e I ir jį e J pora (ig; ją) vadinama matricinio lošimo 


balno tašku, jeigu jo matricos 


Ber ug 8 


elementai tenkina šią sąlygą: 


a. <a, kai =], 2ieų, Ms S= 15 Žuiss, R (2.16) 


Yo iąjų S Gikjs 
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Iš šio apibrėžimo išplaukia, kad pirmojo lošėjo optimalus išlošis a; ;, 
turi tokią savybę: jis yra didžiausias j,-me stulpelyje ir mažiausias i; -ėje 
eilutėje. Todėl balno taškui rasti galima taikyti tiesioginio tikrinimo metodą. 


Pasirinkime, pavyzdžiui, lošimą, kurio matrica 


-1 3-4 9 
A=| 7 5 6 7|. 
6-2 8-3 


Elementas a;,; = 5 yra didžiausias antrajame stulpelyje ir mažiausias antroje 
eilutėje. Vadinasi, s= (2; 2) yra šio lošimo balno taškas. Taip pat matome, 
kad daugiau balno taškų nėra. Taigi pirmojo lošėjo optimalus išlošis yra 5, 
nors ir nėra didžiausias matricos A elementas. Optimali jo strategija yra 
jo = 2,0 optimalus jo pralošis lygus 5. 


Panašiai nagrinėdami kito lošimo matricą 


2-3 4-5 

B=|-2 4 1 0Į, 
7 2-3 8 

gauname, kad jis balno taškų neturi. Tuo tarpu lošimas, kurio matrica yra 
7 46 4 
-1 30-5 

gp 49 4| 

6-28 3 


turi keturis balno taškus: s!=(1; 2), s2=(1;4), $3=(3; 2) ir 
s* =(3; 4). Lengva pastebėti, kad pirmojo lošėjo išlošiai (antrojo — 


pralošiai) visuose šiuose taškuose vienodi — jie lygūs 4. 
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12. 2. MIŠRIOSIOS LOŠĖJŲ STRATEGIJOS. MATRICINIO 
LOŠIMO MIŠRUSIS PLĖTINYS 


Aptarkime lošėjų elgesį lošime, kurio matrica yra 


dai Ass vo das 
Kad būtų aiškiau, patikslinkime lošimo taisykles: nepriklausomai nuo to, ar 
lošimas turi balno tašką, ar ne, kiekvienas lošėjas turi pasirinkti ir paskelbti 
(sakykime, teisėjui) savo strategijas. Jeigu pirmasis pasirinktų i; €/, O 
antrasis j;€J (čia J= (1; 2;...; m), J= (1; 2;...; nį), tai susidarytų 
situacija s0 = (ig; j,) . Pirmasis tada išloštų a;,;,, 0 antrasis praloštų a; į. 
Žinoma, tas išlošis (pralošis) gali būti ir neigiamas skaičius. 

Kai s0 = (ij; jj) yra balno taškas, tai lošėjams apsispręsti nesunku, 
nes nukrypimas nuo strategijų i; ir j, tiek pirmajam, tiek antrajam lošėjui 
negali būti naudingas. Tam tikrų problemų atsiranda, kai lošimas turi ne 
vieną balno tašką. Tačiau didžiausios strategijų pasirinkimo problemos 
susijusios su lošimais, neturinčiais balno taškų. 

Išnagrinėkime lošimą, kurio matrica yra 


i=z' 2 0 
"12. 
= Ara 
0-1 6 8 


Nesunku patikrinti, kad nė vieno stulpelio didžiausias skaičius nėra 
mažiausias atitinkamoje eilutėje. Vadinasi, šis lošimas neturi balno taškų. 
Pirmasis lošėjas galėtų rinktis strategiją pagal tokią schemą: 
1) kiekvienoje eilutėje rasti mažiausią skaičių (minimumą); 
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2) pasirinkti tą eilutę (strategiją), kurios elementų minimumas yra 

didžiausias. 

Antrojo lošėjo elgesio schema galėtų būti analogiška: 

1) kiekviename stulpelyje rasti didžiausią skaičių (maksimumą); 

2) pasirinkti tą stulpelį (strategiją), kurios elementų maksimumas 

mažiausias. 

Taip pasirinktas strategijas pažymėkime i* ir j*. Šiame pavyzdyje 
i*=4, j*=2. Strategija *=4 garantuotų pirmajam lošėjui išlošį, lygų 
—1, o /*=2 apsaugotų antrąjį lošėją nuo didesnio pralošio už 4.Tai 
atsargaus lošėjų elgesio strategijos. 

Atsargaus elgesio strategijų pora apibrėžia situaciją 
s*=(i*; j*) =(4; 2). Todėl pirmasis išloštų — 1 (iš tikrųjų praloštų 1), o 
antrasis praloštų — 1 (iš tikrųjų išloštų 1). 

Aišku, kad situacija s*=(4; 2) nėra stabili, nes pirmajam lošėjui 
tikslinga nuo jos nukrypti. Tikėtina, kad pirmasis lošėjas rinksis ne saugiąją 
strategiją /*=4, o kurią nors kitą. Antrojo lošėjo atžvilgiu situacija 
s*=(4; 2) yra stabili. 

Padaręs prielaidą, kad L; rinksis strategiją j*= 2, pirmasis saugiąją 
strategiją i*=4 galėtų pakeisti strategija i=2. Tada susidarytų situacija 
(2; 2) irjis išloštų 4. 

Tačiau antrajam lošėjui nesunku įžvelgti tokią L, elgesio galimybę ir 
todėl jam derėtų nuo j*= 2 pereiti prie j= 1. Susidarytų situacija (2; 1) ir 
pirmasis išloštų tik —3 (iš tikrųjų praloštų 3). 

Tolesnė situacijų kaita būtų tokia: 

(2; 1) (3; 1) > (3; 4) (4; 4) —>(4; 2)=(2; P). 

Taigi gana ilga samprotavimų grandinė atvestų abu lošėjus prie 
pradinės situacijos s*=(i*; j*) ir verstų keliauti vėl tuo pačiu situacijų 


ciklu: 
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(+; j*)=(4; 2) (2; 2) >(2; 1) —>(3; 1) (3; 4)—> 

— (4; 4) > (4; 2)= (P; p). 

Matome, kad pirmajam lošėjui tikrai netikslinga pasirinkti /=1, o 
antrajam netikslinga paskelbti /= 3. Dėl kitų strategijų pasirinkimo sunku 
apsispręsti tiek pirmajam, tiek antrajam lošėjui. 

Viena iš realiausių išeičių — atsitiktinis strategijų pasirinkimas. 

Pažymėkime x; — tikimybę, su kuria L, renkasi strategiją 
ieI= (1; 2;...; m), o vektorių x= (xp; X2;...; X„) pavadinkime pirmojo 


lošėjo mišriąja strategija, jų aibę X — mišriųjų strategijų aibe. Taigi 
m 
X = [04] is Aa A 0 = Žiu k a =, 
i=1 
Analogiškai apibrėžiama antrojo lošėjo mišriųjų strategijų aibė Y : 
n 
FS EO Naja Ya): Yi 20; J=L: Zi Hs 7 =1). 
j=1 


Pagal šiuos apibrėžimus strategijos 

X (0. 0; 0) 0) k 5 = (0 0 L 0; 0) 

(vienetai čia parašyti i -oje ir j-oje pozicijose) reiškia, kad pirmasis lošėjas 
rinksis matricos A i-ąją eilutę, o antrasis — j-ąjį stulpelį. Taigi strategiją 
x'eX galima tapatinti su strategija ie/, o y/eY — su je J. Todėl 
galima sakyti, jog IC X ir JC Y. Strategijos ie/ ir je J vadinamos 
lošėjų grynosiomis strategijomis, o mišriosios strategijos — dar ir 
loterijomis. 

Įvedus lošėjų mišriąsias strategijas, t.y. grynųjų strategijų aibes I ir J 
papildžius loterijomis, iš dalies keičiamas pats lošimas. Todėl dera aptarti ir 
lošėjų išlošius. Nesunku suvokti, kad pirmojo lošėjo išlošis (antrojo lošėjo 
pralošis) tampa atsitiktiniu dydžiu, kurio reikšmės a; (matricos A 


elementai) įgyjamos su tikimybėmis pi; = X; yp. Šį atsitiktinį dydį 
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pažymėkime A ir apskaičiuokime vidurkį E(A). Pagal vidurkio apibrėžimą 
gauname tokią formulę: 

E(A)= 2 Yaj-py = 2 Žajaoj. 

i=1 j= i=1 j=1 

Šį vidurkį natūralu traktuoti kaip vidutinį pirmojo lošėjo išlošį bei antrojo 
lošėjo pralošį pasirinkus jiems strategijas x € X ir yeY.. 

Aišku, kad vidurkis E(A) yra strategijų xe X ir yeY funkcija. 
Siekdami tai pabrėžti, pažymėkime jį E ,(x, y). Indeksu 4 čia nurodome 


atsitiktinio dydžio A ryšį su lošimo matrica 4. Taigi 


E,(x, y)= E(A)= > Žajky, (12.2.2) 


i=1j= 
yra naujojo lošimo funkcija. Šį naująjį lošimą vadinsime matricinio lošimo 
mišriuoju plėtiniu. 

Taigi matricinio lošimo su matrica A mišrusis plėtinys yra 
antagonistinis dviejų asmenų lošimas su strategijų aibėmis X ir Y bei 
lošimo funkcija E ,(x, y) , apibrėžta (12.2.2) formule. 

Panagrinėkime mišriojo plėtinio Nešo pusiausvyrą ir jos egzistavimą. 
Pagal apibrėžimą pora (x0; 50), x eX, WeX yra mišriojo plėtinio 
Nešo pusiausvyra, jeigu 

1) E(x9, y0)> E (x, y9),kai xe X, 


2) - E ,(x?, y0)>-E,(x?, y),kai ye Y. 
Abi šias sąlygas galima sujungti į vieną: 

E (x, yP)* E (A?, yV)S E/(x?, y), xe X, ye T. (12.2.3) 

Matome, kad mišriojo plėtinio Nešo pusiausvyros sąlyga (12.2.3) 
panaši į matricinio lošimo balno taško (12.1.6) sąlygą. Todėl ir mišriojo 
plėtinio Nešo pusiausvyros situacija vadinama jo balno tašku. 

Yra ir gilesnis ryšys tarp matricinio lošimo ir jo mišriojo plėtinio balno 


taškų: 
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jeigu pora (ig; ją) yra matricinio lošimo balno taškas, tai strategijų 
20 = ž6 = D i 0) O = = E O O) 
pora (x9: 19) yra mišriojo plėtinio balno taškas ir atvirkščiai. 

Šio teiginio neįrodinėsime. Taip pat be įrodymo pateiksime ir mišriojo 

plėtinio balno taško egzistavimo teoremą: 

| bet kurio matricinio lošimo mišrusis plėtinys turi balno tašką. 


12. 3. MATRICINIŲ LOŠIMŲ GRAFINIO SPRENDIMO 
PAVYZDŽIAI 


Kadangi (pagal egzistavimo teoremą) kiekvieno matricinio lošimo 
mišrusis plėtinys turi balno tašką, tai toliau dera aiškintis šių lošimų 
sprendimo metodus bei sprendinių savybes. Yra įrodyta, kad su kiekvienu 
matriciniu lošimu galima susieti du tiesinio optimizavimo uždavinius, pagal 
kurių sprendinius gaunamas mišriojo plėtinio balno taškas. Todėl taikant 
simplekso metodą galima išspręsti kiekvieną matricinį lošimą. Šioje knygoje 
susipažinsime tik su grafiniu matricinių lošimų sprendimo metodu. 

Nagrinėkime matricinį lošimą su antros eilės matrica 


Ai A 
4 - 11 *), 
Šu Ap 
Tarę, kad jis neturi balno taško, sudarykime mišrųjį plėtinį. Gausime 


antagonistinį dviejų asmenų lošimą su strategijų aibėmis 
X = (x; xX5): X +X1 =1, X 20, x, 20) (12.3.1) 


Y = IO Hh) M M = L 20, 5 20) (12.3.2) 
bei lošimo funkcija 

E (x, Y)= 811 + 05-15 TN PAX (12.3.3) 
Sakykime, (x?; y?) yra mišriojo plėtinio balno taškas (jo komponentės x0 


ir y0 mums nežinomos). Vadinasi, galioja sąlyga 
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E,(x,W)< E (x90,0)< E (x9,y), xeX,yeY. (12.3.4) 
Galima įrodyti, kad ji ekvivalenti tokiai sąlygai: 


maxmin E ,(x, y)= E ,(x?,y9))=minmax E,(x, y). (12.3.5) 
xeX yeY yeY xeX 


Balno taško sąlygų (12.3.4) ir (12.3.5) ekvivalentumo neįrodinėsime 
(įrodymą galima rasti lošimų teorijos knygose, pvz., [12]). Tik pastebėsime, 
kad pagrindžiant matricinio lošimo sprendimo metodą (12.3.5) sąlyga 
kartais patogesnė. Šioje sąlygoje užrašas max min E,(x, y) reiškia, jog 


pirmiausia skaičiuojamas kintamojo y funkcijos E ,(x,y) minimumas 
aibėje Y (kintamąjį x laikant parametru). Taip gaunama kintamojo x 
funkcija v(x): 


v(x)=min E (x, y), xe X. 
yeY 


Vėliau randamas funkcijos v(x) maksimumas aibėje AX“. Panašiai 


suprantamas ir užrašas min max E (X, y): 
yeY xeX 


p max E (x, y) = niikinas E,(x, y)). 

Pirmojo lošėjo optimalią strategiją galima skaičiuoti pagal tokią 
schemą: 

1) sudaryti funkcijas 

V(x) = 41X1 * 01 X2, 

V(x) = aj2X) +052X5, 

v(x)=minfv; (x); v;(x)); 
čia X=(x;x;) yra bet kuri strategija iš aibės X, o užrašas 
minįv,(x);v5(x)Į reiškia, jog imamas mažesnysis iš skaičių v,(x) ir 
vi(x); 

2) rasti funkcijos v(x) maksimumo tašką aibėje X (pažymėkime jį 


7). 
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Taškas xe X yra optimali pirmojo lošėjo strategija, 0 v(x) — 
optimalus išlošis. Iš tikrųjų pagal (12.3.3) formulę gauname 

E „(x,y) = (91; +03X5)Y) + (01254 + 032X5)Y5 = 

= V(x) Yi + (X): yr. 
Kadangi y, ir y, yra neneigiami skaičiai, 0 jų suma lygi vienetui, tai sumos 
v(x)-y, +V5(x)- y; mažiausia reikšmė kintamojo y=(jy,; »;) atžvilgiu 
yra arba v,(x), arba vs(x). Todėl 


min E ,(x, y) = min(v (x) y +V5(X)- 5) = 
yeY ysY 


= min (v (x); V(x)) = V(5). 
Vadinasi, 
v(x) = maxv(x) = maxmin E ,(x, y)= E ,(x9, y0). 
xeX xeX yeY 


Lygybė v(x)= E ,(x9, y0) rodo, jog v(x) yra optimalus pirmojo 
lošėjo išlošis, 0 X — optimali strategija (nebūtinai sutampanti su x? ). 

Panašią schemą galima taikyti ir antrojo lošėjo optimaliai strategijai 
apskaičiuoti: 

1) sudaryti funkcijas 

H(V) = 41 + 424, 

(V) = 41Y, + 052)y, 

(y) = maxti (y); 5(V))S 
čia y=(y 55) € Y,o max(/ (y); :5(»)) yra didesnysis iš skaičių (y) ir 
by); 

2) rasti funkcijos /( y) minimumo tašką ye Y. 

Taškas yeY yra optimali antrojo lošėjo strategija, 0 (y) — 
optimalus jo pralošis. Šio teiginio pagrindimą glaustai galima parašyti tokia 
lygybių grandine: 
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E ,(x0, y0) =minmax E 4(x, y) = 
yeY xeX 
= min(max(/(y)-x, +15(Y)-X5)= 
yeY xeX 
=min(max(/ (y); 15(7))) = 
yeY 
=min (y) = (y). 
yeY 
Taigi turime optimalias lošėjų strategijas X ir y ir žinome, kad jos 
tenkina šią sąlygą: 
v(*) = Ky) = E, (59, y*). (12.3.6) 
Išsiaiškinkime, ar optimaliųjų strategijų pora (x; 7) yra mišriojo 
plėtinio balno taškas. 


Nesunku suvokti, kad 


v(x) = min įv (x); v;(x)) = EA (5) + V(x): M) S 


svi(X)- Yi +V(5)-52)= E4(X, V), 

(5) = max(4 G); 603)) = max(1 G) +50)-12) 2 

LG) A +50)-7; = E (3, 3) 
ir 

v(x)= E (X, y)= 47). (12.37) 
Sugretinę (12.3.7) su (12.3.6), gauname lygybę E (X, y)= E „(x9, y0), 
įrodančią, jog pora (X, y) yra nagrinėjamojo matricinio lošimo mišriojo 
plėtinio balno taškas. 

Pastebime, kad lygybė E,(x,y)=E,(x0,y0) nereiškia, jog 
(X, y) =(x?, y0), nors ir neatmeta porų (X, y) ir (xŪ, y0) sutapimo 
galimybės. Tačiau nei matricinio lošimo, nei jo mišriojo plėtinio balno taško 
vienaties problemos čia negvildensime. 
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Optimalioms lošėjų strategijoms Xx ir y, taip pat ir balno taškui 
(X; y)rasti pagal išdėstytą schemą galima naudoti grafinį metodą. Jį 
pailiustruosime keliais pavyzdžiais. 


12.3.1 pavyzdys. Išspręskime matricinį lošimą, kurio matrica 


EE) 


Sprendimas. Nė viena grynųjų strategijų pora nėra šio lošimo balno 
taškas. Todėl sudarykime mišrųjį plėtinį ir ieškokime jo balno taško. 
a) Pirmojo lošėjo bet kurią mišriąją strategiją x = (x; x;) galima 
parašyti x=(0; 1-0), a e[0; 1],nes x +x;=1 ir x, 20, x, 20. Taigi 
X =((0; 1-4): a e[0; 1]) 
yra jo mišriųjų strategijų aibė. 
Sudarykime funkcijas v,(x), v;(x) ir v(x): 
v(x)=3-4+(-2)-(1-0)=52-2, 
v(x)=—-1-4+4-(1-04)=4-5a, 
v(x)=min(5x —2; 4-504), a e[0; 1]. 
Aišku, jog v(x) yra vieno kintamojo 4 funkcija, apibrėžta intervale [0; 1]. 
Ją nesunku pavaizduoti grafiškai (12.3.1 pav.). Tuo tikslu brėžiame tieses 
v=54-2 ir v=4-54, o pasku laužtę AMB — funkcijos 
v=min(Sx-2; 4—-504), a €E[0; 1] grafiką. Taškas M yra funkcijos 
v=v(x) maksimumo taškas. Jo koordinatėms rasti sprendžiame tiesinę 
lygų 54 —2=4- 50 ir gauname G = 0,6. Taigi 
X =(0,6; 1— 0,6) = (0,6; 0,4) 
yra pirmojo lošėjo optimali strategija, o 
vx)=min(5-0,6-2; 4—-5-0,6)=1 
optimalus jo išlošis. Skaičių pora (x; v(xX))=(0,6; 1) yra taško M 


koordinatės. 
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12.3.1 pav. 


b) Antrojo lošėjo optimalią strategiją y= (74; y;) bei optimalųjį jo 
pralošį apskaičiuojame panašiai. Bet kurią strategiją y =(y,; y;) galima 
parašyti y=(B; 1-8), Be[0; 1],nes y, +3, =1 ir y 20, y; >0. 

Sakykime, kad antrasis lošėjas renkasi strategiją y= (B; 1- B), 
Be[0; 1]. Vadinasi, jo išlošių vidurkis Ą (y), kai pirmasis renkasi grynąją 
strategiją x! =(1; 0), yra 

h(y)=3-8+(-1) (1-8) =48-1. 

Jei pirmasis lošėjas rinktųsi grynąją strategiją x? = (0; 1), tai antrojo išlošių 
vidurkis būtų 

(y)=-2-5+4-(1-B)=4-6B. 

Optimaliai strategijai y skaičiuoti sudarykime funkciją 

(y) = max(4B-1; 4—6B), Be[0; 1] 


ir suraskime jos minimumo taško koordinates. 
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12.3.2 pav. 


Funkcija /( y) priklauso tik nuo kintamojo B. Jos grafikas yra laužtė 
KNL (12.3.2 pav.). Ją sudarome pagal +=/(y) apibrėžimą iš tiesų 
:=48-1 ir :=4-6B atkarpų KN ir NL. Taškas N yra funkcijos 


t=((y) minimumo taškas. Jo koordinatės (0,5; 1) yra tiesinių lygčių 


sistemos 
:=4B-1, 
:=4-6B 

sprendinys. 


Vadinasi, antrojo lošėjo optimali strategija yra y= (0,5; 1—0,5) = 
= (0,5; 0,5),o (y) = 1 —optimalusis jo pralošis. 

12.3.2 pavyzdys. Firma užsiima tam tikrų prietaisų prekyba. Tarp 
įsigytų prietaisų yra ir nekokybiškų, bet defektai gali būti nustatyti tik 
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specialiai testuojant. Prietaiso remontas firmai kainuotų 200 Lt. Pardavusi 
nekokybišką prekę, ji tuos pinigus, žinoma, sutaupytų, nes prietaisą tada 
remontuotų pats pirkėjas. 

| Prekybos sąlygos tokios, kad pirkėjas gali testuoti prietaisą. Tačiau 
nustačius, kad prietaisas kokybiškas, pirkėjas turi sumokėti 100 Lt didumo 
mokestį už nepasitikėjimą firma. Kai pasiūlytas prietaisas su defektais, firma 
sumoka pirkėjui 700 Lt kompensaciją už nepagarbą klientui. Atsisakęs 
tikrinimo ir dėl to įsigijęs nekokybišką prietaisą, pirkėjas už jo remontą turi 
sumokėti 200 Lt. 

Aptarkime firmos ir kliento optimalaus elgesio strategijas šiomis 
sąlygomis vykstančioje prekyboje. Kokia tikimybė, kad firmos atstovas 
pasiūlys pirkėjui kokybišką prekę, o klientas pareikš pasitikėjimą firma? 

Sprendimas. Iš uždavinio sąlygos matome, jog aprašytus santykius 
tarp firmos ir kliento galima modeliuoti antagonistiniu lošimu, kuriame 


firmos lošimo matrica yra 
100 0 

ac k 700 E 
Pirmoji firmos strategija — pasiūlyti pirkėjui kokybišką prietaisą, o antroji — 
bandyti parduoti prietaisą su defektais. Matricos A stulpeliai atitinka 
kliento (antrojo lošėjo) strategijas: tikrinti pasiūlytą prietaisą (pirmasis 
stulpelis) ir pasitikėti firma (antrasis stulpelis). 

Aišku, jog A yra kliento (antrojo lošėjo) pralošių matrica. Taip pat 
lengva matyti, kad šis lošimas neturi balno taško. Todėl sudarykime mišrųjį 
plėtinį ir ieškokime jo balno taško. 

Sakykime, kad pirmasis lošėjas (firma) su tikimybe 4 (0<4<1) 
pasiūlo klientui kokybišką prietaisą, o antrasis lošėjas (klientas) su tikimybe 
B (0<pB<1) nusprendžia testuoti pasiūlytą jam prietaisą. Vadinasi, su 
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tikimybe 1-4 firmos atstovas bandys apgauti pirkėją, o pirkėjas 
sutikimybe 1-8 apsispręs pasitikėti firma. Taigi firmos (pirmojo lošėjo) 
mišriųjų strategijų aibė yra 

X =įx=(0; 1-0): 050451), 
o kliento (antrojo lošėjo) 

Y = (y=(B; 1-5): 0< BS 1]. 
Tada mišriojo plėtinio lošimo funkcija yra 

E,(x, y)=(100-4 +(-700)-(1-4)-B+ 

+(0-4+200-(1—-4)) -(1- 8) = (8004 — 700): B+ 
+(200- 200a)-(1- 8). 

Apskaičiuokime optimalias lošėjų  mišriąsias strategijas X = 
=(X; 1-A)eX ir 7=(8; 1-B)eY. 

a) Norėdami apskaičiuoti pirmojo lošėjo optimalią strategiją, 
sudarykime funkcijas v,(x), vs(x) bei v(x): 

v (x) =100-4+(-700) -(1—4) = 8004 — 700, 

v(x)=0-4+200-(1—4) = 200 - 200a, 

v(x)= minfv, (x); vs(x)) = min(8000 — 700; 200 - 2000) 
ir nubrėžkime jų grafikus (12.3.3 pav.). Funkcijos v= v(x) grafikas yra 
laužtė AMB. Jos maksimumo taško M koordinatėms rasti sprendžiame 
tiesinių lygčių sistemą 

v= 8004 — 700, 

k = 200 - 2004. 
Gauname vienintelį sprendinį (X; V): X = 0,9, v= 20 Lt. 

Taigi pirmojo lošėjo optimali strategija yra x = (0,9; 0,1), o jo 


vidutinis išlošis naudojant šią strategiją V = 20. 
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A £(0; -700) 





12.3.3 pav. 12.3.4 pav. 


b) Sudarykime funkcijas 4(y), (y) bei (y): 

4(y)=100-8+0-(1- 8)=1006, 

t5(y)=-700-8+ 200-(1- 8) = 200—9008, 

(y) = max( (y); :5(y)) = max (1008; 200- 9008), 
ir nubrėžkime jų grafikus (12.3.4 pav.). Toliau randame laužtės KNL - 
funkcijos += (y) grafiko minimumo taško N koordinates. Tuo tikslu 
sprendžiame tiesinių lygčių sistemą 

t= 1008, 

! = 200 - 9008. 

Pagal šios sistemos vienintelį sprendinį (B „E: B=02, 7=20 
nustatome, jog antrojo lošėjo optimali strategija yra y= (0,2; 0,8), o jo 


vidutinis pralošis naudojant šią strategiją yra £ = 20 Lt. 
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Išsprendę sudarytąjį lošimą, galime atsakyti į sąlygoje suformuluotus 
klausimus. Tikimybė, jog firma prekiaus sąžiningai, t.y. siūlydama 
pirkėjams tik kokybiškus prietaisus, lygi 0,9. Su tikimybe 0,8 klientas 
atsisakys tikrinti pasiūlytą jam prietaisą. Ši tikimybė yra kliento pasitikėjimo 
firma laipsnis. Apskritai uždavinyje apibrėžtos prekybos sąlygos yra 
palankesnės firmai, o ne klientui. Netgi optimaliu atvejų pirkėjo vidutinis 
pralošis lygus 20 Lt. 

12.3.3 pavyzdys. Pritaikę grafinį metodą, išspręskime antagonistinį 
lošimą, kurio matrica yra 

1-2 3 0-5 

A=|-3 4 -1-4 Ol. 

0 7-8 6 4 

Sprendimas. Šis matricinis lošimas neturi balno taško (patikrinkite 
savarankiškai !). Vadinasi, abu lošėjai strategijas turi rinktis atsitiktinai. 
Tačiau sudarę mišrųjį plėtinį susidurtume su balno taško paieškos metodo 
problema, nes pirmasis lošėjas turi tris, o antrasis — penkias grynąsias 
strategijas. Todėl iš pradžių patyrinėkime lošėjų elgesį šiame lošime. 
Ieškodamas optimalios grynosios strategijos, pirmasis lošėjas kiekvienoje 
eilutėje turėtų surasti mažiausią skaičių ir pasirinkti eilutę, kurioje šis 
minimumas didžiausias. Tą eilutę pažymėkime i,. Šiame lošime i, = 2. 
Žinoma, to negana. Jis dar turėtų nustatyti antrojo lošėjo saugią strategiją — 
stulpelį j,, kurio didžiausias skaičius yra minimalus (lyginant su kitais 
stulpeliais). Gauname j,=1. Susidarytų situacija s0 = (i); 4) = (2; 1). Ji 
nepalanki nei pirmajam, nei antrajam lošėjui. Pirmajam lošėjui apsimoka 
strategiją i, =2 pakeisti strategija i= 1. Tada susidarytų situacija (1; 1) ir 
jis išloštų 1. Bet antrasis lošėjas galėtų rinktis ne j, =1, 0 j= 5. Susidarytų 
jam palankesnė situacija (1; 5), todėl pirmasis lošėjas turėtų pirmąją eilutę 
keisti trečiąja eilute ir t.t. Gautume tokią svarstymų grandinę: 

(ią; jo) = (2; 1) > (1; 1) > (5 5) > (3; 5) 203; 3) > 3)> 
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—(1; 5)—> ... 
Nesunku įžvelgti ciklą 

(L 5-3; —0; XC 2— (4 5. 

Šiame cikle pirmajam lošėjui svarbios tik dvi eilutės (pirma ir trečia), o 
antrajam — tik du stulpeliai (trečias ir penktas). 

Svarstydami antrojo lošėjo elgesį, gautume tą patį rezultatą 
(įsitikinkite savarankiškai |). 

Nesunku išsiaiškinti, jog teisingas ir bendresnis teiginys: kad ir kokia 
būtų pradinė situacija (i; /), ie (1; 2; 3), je (1; 2; 3; 4; 5), vieno lošėjo 
samprotavimų grandinė, siekiant atspėti kito lošėjo pasirinkimą, baigiasi tuo 
pačiu ciklu: 

(1; 5) > (3; 5) (3; 3) —(L; 3) (1; 5). 

Vadinasi, sprendžiant mišrųjį lošimo plėtinį vietoj visos pirmojo 
lošėjo mišriųjų strategijų aibės 

X = (x=(x1; X2; X5): X +x47 +x5 =1, x; 20, i=1, 2, 3) 
pakanka nagrinėti poaibį X|4, sudarytą iš strategijų x= (0; 0; 1-6), 
0<ax<!1 Taip pat galima atmesti dalį antrojo lošėjo mišriųjų strategijų ir 
vietoj aibės 

Y = (y = (y13 Y2s Yas Yas Ys): Yy ys =, y, 20, j=L..., 5) 
nagrinėti jos poaibį Y3s : 

Y35 = (y= (0; 0; B; 0; 1-8): 0< B< 1). 

Tada gautume tokią mišriojo plėtinio lošimo funkcijos E ,(x, y) reikšmių 
skaičiavimo formulę: 

E,(x, y)=(3-4+(-8)-(1-0))-B+(-5-2+4-(1-0))-(1- B) = 

=(1l4-8)-8+(4-9a)-(1- 8). 

Dabar galima padaryti tokią išvadą: norint išspręsti pasirinktąjį lošimą 
su matrica 
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L=ž 2 0s=š 
As|-4 4>—1>=>4 0 
G 7-8 Šš 4 


pakanka išspręsti lošimą, kurio matrica yra 


3-5 
5-2 3) 
Spręsdami šį lošimą, sudarome mišrųjį plėtinį ir taikome grafinį 
metodą. 
Ieškodami pirmojo lošėjo optimalios strategijos (X; 1— X), sudarome 
funkciją v= v(x): 
v(x) = min (vį (x); v5(2))= 
=min(3-4+(-8)- (1-4); -5-0+4-(1-0)) = 
=minį1la —8; 4-90)), 
brėžiame jos grafiką (12.3.5 pav.) ir nustatome, kad didžiausią reikšmę ji 
igyja taške GX = 0,6. Taigi gauname pirmojo lošėjo optimalią strategiją 
(X; 1-4) = (0,6; 0,4) ir vidutinį jo išlošį V =-1,4. 
Antrojo lošėjo optimaliai strategijai rasti sudarome funkciją /= (y): 
(y) = maxtų (y); 5()) = 
=max(3-8+(-5)-(1- 8); -8-8+4-(1- B))= 
= max(88—5; 4-126)), 
brėžiame jos grafiką (12.3.6 pav.) ir apskaičiuojame minimumo taško 
koordinates (B : £) . Gauname B =0,45 ir £=-1,4. Taigi optimali antrojo 
lošėjo strategija yra ( B ;1- B )=(0,45; 0,55), o vidutinis jo pralošis 
t=-14. 
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(0,45; —1,4) 





(1; -8) 


(0; -8) 


12.3.5 pav. 12.3.6 pav. 


Grįžę prie pradinio lošimo apskaičiuojame optimalias lošėjų 
strategijas 

X=(4; 0; 1-4)=(0,6; 0; 0,4), 

7=(0; 0; B;0;1- B) =(0; 0; 045; 0; 0,55) 
bei vidutinį pirmojo lošėjo išlošį (antrojo lošėjo pralošį) E (x, y): 

E,(x, y)= (117 -8)-B +(4-94)-(1- B)=-14. 

12. 4. UŽDAVINIAI 
12.4.1. Pirmojo lošėjo išlošiai sudaro m Xn matricą A, o antrojo — 


mxn matricą B. Raskite (jeigu egzistuoja) tokio lošimo Nešo 
pusiausvyros situacijas šiais atvejais: 


12. Matriciniai lošimai 411 


A o S 
) 430 504 
Žž 5 73 io 4 02 
"AE A ai =1 3 3 
Nas i TB 605 
) 23, 1 3 8 
101 2 64 
k 3|, B=| 1-3 2Į; 
| -1 05 
5 14 4 2 —-3 
5) A=|- 2|, B=|-2 3 5Į; 
6 -10 10 2 
2 < 3 2 s=įū 
6) 4=|-2 04|, B=|[2 45|. 
i 72ž 7 26 


12.4.2. Raskite (jei egzistuoja) matricinio lošimo, kurio matrica yra 
A, balno taškus šiais atvejais: 


" "i 
AZ L ali A 5 g 


a: "E a: 
2 52 5-3| )2=| 1245) 
3-2 4 5 0 3 
šd> 5 2 o4į 6) 4=| 7-2 0|; 


= Ž-l =. Be 


412 Taikomoji matematika 


2 52 4 i-1-2 8 
77A=| 2 32 A4|; 8)A=|-3 1 3 4l. 
473 0 5 2-4 


12.4.3. Grafiniu metodu išspręskite matricinius lošimus, kurių 


matricos yra tokios: 


-| ia -[| pi 4-| 3 a! 
UA | ĖS 4 2 E“ ag 

-(; | -(; 2 153 
AE 2-1) AE 2-2P "1-3 27 


12.4.4. Pritaikę grafinį metodą, išspręskite matricinius lošimus su 


šiomis matricomis: 


4 įe4 2-2 Šai 6-1 70 
"a. "= Lei a) 


0 6-9 4 Lb 8 2 7 
33 A=|-2-3 2 3] 4) A=|-4 0-5 8|. 
4 K 0-3 5=2 3-4 


12.4.5. Išnagrinėkite 12.3.2 pavyzdyje aprašytus firmos ir kliento 
santykius, pasikeitus nepasitikėjimo firma mokesčiui bei kompensacijai už 
nepagarbą klientui: 

a) kokia turi būti kompensacija už nepagarbą klientui (kai kitos 

sąlygos nesikeičia), kad firmos atstovo sąžiningo elgesio tikimybė 
išaugtų iki 0,99? 

b) kaip turėtų pasikeisti kompensacija už nepagarbą klientui (kai kitos 
sąlygos nesikeičia), kad kliento pasitikėjimo firma tikimybė 
padidėtų iki 0,9 ? 

c) kaip keistųsi kliento pasitikėjimas firma, jei tuo pačiu santykiu 
mažėtų ir mokestis už nepasitikėjimą firma, ir kompensacija už 
nepagarbą klientui? 
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UŽDAVINIŲ ATSAKYMAI 
1.7.1 
1) teisinga; 2) neteisinga; 
3) neteisinga; 4) teisinga; 
5) teisinga; 6) teisinga. 
172 
1)  AUB=[-L -2 0; L; 2; 3), 
ANB=|Į; 2), 
AVB=(3], 


BVA=[-2; -I; 0), 

A4B8= =25 4 =LE L 05 (k LE 4 25 

(4; —Žkes G DE 
2) AUB= (0; 1; 2; 3), 

AnNB=(0; I; 3), 

AVB=0, 

BVA=([2], 

Ax B= ((0; 0); (0; 1);...; (3; 3)); 
3) AUB=|L 2, 3 4; 5; 6), 

ANB=€, 

AVB=(I; 3, 5), 

BVA=([2; 4; 6), 

AxB=((l 2); (I; 4);...; (5 6)); 
4) AUB=[-2; —I: O; I; 2), 

AnB=([-Į I), 

AVB=(-2; 2), 

BVA= (0), 
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3) 


6) 


7) 


8) 
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AxB=((-2 —1); (-2; 0:5 (2 1]; 

AUB=[0; 2], ANB=[0; I], AVB=6E, 
BVA=(I:2], AXB=((x; y): 0O<x<l, OS y<2); 
AUB=[L 4), ANB=(243], AVB=[] 2], 
BVA=(3 4), AXxXB=((x; y): 1<x<3, 2<y<4); 
AUB=(-2; 3), ANB=(-I; 2), AVB=(-2; -1], 
BVA=[23), AXxB=((x; y): -2<x<2, -1< y<3); 
AUB=[-3; 4], ANB=[-2; 3], AVB=[-3; -2), 
BVA=(34], AxB=([(x; y): |x|<3, |y-1|<3). 





ne; 2) taip. 
f(x)=a"; 2) f(x)=1log,X. 


x€e[-l; 3]; 
T 


T 
selkr-Ž; kr+ 2 keZ; 


xe(-—, -U(-L DU(L =); 
g; 
(x1x5)€ (4: X5)1Xį +A; <!); 
(52596 Li) | 
AA AAA E 


(x,;x,)€ (i x5):| Ai |£2] 4 |<!). 


[3; 20); 2) [0 =); 
Cep 9) (C> 0U(e). 


1.7.9 
1) 
3) 

1.7.11 
1) 
2) 
3) 


4) 
1.7.12 


1) 
5) 
9) 
13) 


17) 


21) 

25) 
1.7.13 

1) 
1.7.14 

1) 
2.53 

1) 
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y=| cosx|; 2 y=x, xe[-Į I]; 


s5£— 4) y=arctg(x?+1). 


2x,+3x, =5, 2x,+3x, =10, 2x,+3x, =20; 
x +x2 = 1, x +x2=4, x +12 =9; 


X, X5 = -2, X X, = 0, XX, = 1 š 


Ar uno Ža 

X M) 2 

3 1 

=—į 2 Lš 3 -2; 4 --; 

> ) j «= 

1 1 1 

i 6 7 7 24 8 į 

=: r: ) 2 

2 3 

iš LB = 11) —--; 12) 1: 
2 i 5 ) 

bs | 

2: 14) 2; L5) Žr 16 į 

š ) ) Br 

3 1 1 

i LB) 2 33 2; 

5 ) 2 19) 2 20) 

es: 22) e 2. 23) e“: 24) e“; 

-1; 26) eV, 

0; 2 -22. 

a=ū: 2) tokių a reikšmių nėra. 

110; 2) =0124; 3) 441; 4) =5,545. 
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2.5.4 

1) 
254 

1) 


3) 
2.5.6 

1) 
257 

1) 
2.5.8 

1) 

5) 
3,5.1 


1) 


3) 


3) 


7) 


9) 


11) 


13) 


15) 
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3) =014; 4) = 087. 


5 M 26 

Š 053; 2)  =1,78; 

15 , 5 25, 5 

= (0,91; 4) =122. 

-0,02; 2) 01875; 3) 

=02; 2) =0,0375; 3) 

=04; 2) =03; 3) 

=0,02; 6)  =-001; 7) 
1 

6Vx AVA +Cį 2) 

X 3 2 3/ 2 

KAI I 4Rlx4C; 4) 

cosx-ctgx+C; 6) 

ja“? a ks 8) 

1 

3 In| 3x-7|+C; 10) 

as 120 12) 

ims žaioų 14) 

5 5“ 

1 

„atigz+C; 16) 


0,02; 4) 0,0225. 
=—0,12; 4) =—0,8. 
=-0,045; 4) =); 


=004; 8)  =0. 


RPT 


x Jx 


e" +tgx+C; 


Atx2 
(X sa 


O; 
T4/x 


1 
->6-6)7+C; 
l 2 
„la +1)+C; 
2 
= x +1+C; 

in —=+C 
arcsin—= : 
V5 | 


1 
„ln(a“ +2x4+3)+C; 


2.13 


17) 


18) 


19) 


20) 
21) 
22) 


23) 
24) 


25) 


26) 


1) 
4) 
7) 


11) 


1) 


3) 
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1 
Alntžsii 5+3)+C; 


X 
2ln(x?+5)- VSarctg =+C; 
n(x ) VS aretg== 


1-5 





—arcsinx+C; 


2 
Igrasų ZA = 
2 2 Ž 
xlhnx-x+C; 
1 
xarctgx—ĄIn(l+x*)+C; 
— x Js 7-2 g 


xsinx+c0Ssx+C; 


| Ps. a | 
Ąž In“ x RkS +C; 


xIn(x? +1)- 2x + 2arctgx+C. 


5 
2žį 2 05; 3 Al+In2); 
1 T 
— 5 iš B 
2 ) : 6) 22 
1; 89 1-2 9 0; 10) 
1; 12) Ton. 13) 2; 14) 
> 6 4 5 > 
1 2 
4,5; 2) 3 3) a lIn2; 4) 


1 
1; 6) 2—-; 7) 2lz: 8) 
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l 
ati 
€ 
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21553 


4.4.1 


4.4.2 


4.4.3 


1) 


1) 


3) 


9) 


13) 


17) 


1) 


2) 


3) 


1) 
3) 
3) 
7) 
9) 


1) 








konverguoja; 
konverguoja; 
konverguoja; 
diverguoja; 

konverguoja; 


(= 405 
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2) 


2) 
4) 
6) 
8) 
10) 


(=; 


3) 

41 Inis 
1 

11) 36? 

I 2 


19) 


diverguoja; 
konverguoja; 
diverguoja; 
diverguoja; 
konverguoja. 


1). 


4) diverguoja; 


8) diverguoja; 
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5.3.1 
Il)  1=06: 2 yl=24C; 
30 y-G; 4) (žy =a)=Cį 
5 =2+Ce!*: 6 - „y=0: 
d Ė ) ž Cx+1 g 
7 1+y*=C(l-x*); 8) ys C(x+tė“. 
5.3.2 
1) y2=xX(C+x); 2) y+xln|Cy|=0; 
3) x+ty= Cx; 4) y= Cx+2xln|x|; 
5) In(x* + y*)+ Zarctg 7 = C; 60) x+24y=C. 
5.3.3 
1)  y=Ce“-x-l, y=3e*-x-l; 
O * 4 2 
2 =——>) —— =—— Die 
) 7 x E Y Sr. > 
3) y=Crž+x“, y=x“; 
4) y=x'+—, y=x*-C; 
2 CC 2 1 
5) IP pa = Zi 





5.3,3 
2lhnhy-y=+x+C, O<y<2. 


y=(x+3 + x2). 


419 


420 


Taikomoji matematika 


(L = O 2) 
(4, =Ž4 O; 

(I; 24; A), aEeR; 

8; 

(3 0 —-2); 


(204, -I; A), aEeR; 


(1; 0; 2; 0); 
(1-0; 1; 0, X), aeR; 


(0; 20; 1, 4), ae R; 


Lk ZL 
(I; 4; 1-0; 4), aEeR; 


(E 2 24 


(-4 I; 2); 

4) (0; 34); 

60) (4, -0, 4), teR; 
8) E: 

10) (L 4 —-5); 
12 6. 

2 (4023); 
4) 8; 

6) 0. 

2 AU -RU 
4]. Bi 


(4; 1+04; 1-0; A), AER; 


2; 


(4+8+3;20-B+1;0; B), ae R, Be R; 
(1+B;B-7;,a; B), ae R, Be R. 


8) 


(a; 2, 1+G; A), 


7.1i.6 


71142 


7.11.8 


7.11.9 


7.11.11 


7.11.14 


7.11.15 


7.11.18 


Tiesiškai priklausoma; 
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Tiesiškai nepriklausoma; 


Tiesiškai nepriklausoma. 


Žž: 2) 
3; 2) 
103; 2) 
Ortogonalūs; 

-21; 2) 


(L) L 2); 2) 


(3, -2; I); 
(I, 4 0; —1); 
(I; 1; -2; 1); 


(0; 2,3;- 1). 
150 - 
150)' ) 
100 

80]; 6) 
120 


0; 


(L 00 -D; 3) 


2) 


2) 2 

3 2 4) 3 

Ortogonalūs. 

3) —-63; 4) 
(2; 0; —1; O). 


(4; 5; —6); 3) 
(3;1;—1;0); 6) 
(2; 1; -3; 0); 9) 


200 

3) 1300]; 
300 
70 

7) 140]; 


LE = 0 5 


0. 
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(0; -L 3 -1); 
(4;0;1;-2); 


4) 


8) 


9.6.5 


9.6.6 


9.6.7 


d) 
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Taip; 2) Ne; 35 Nei 4) Ne; 
Taip; 6) Taip; 7) Ne; 8) Ne; 
Taip; 10) Taip; 11) Ne; 12) Taip. 
a, =0,35, a, =0,4; 2) a, =0,05, a, =0,1; 
tokių reikšmių nėra; 4) tokių reikšmių nėra. 


-0I<p<03; 2) O<p<098; 3) O<p<08. 


(-3 4), (4 5, 44 — I: 

(I; 4), (6; 1); 

(-5; 0), (3 6), (6 5), (B; 0); 

(6 8), (10 6), (L 2); 

(0; 0), (6: 2), 3 6), (6 7), (9; 6), (12; 4), (16; 0). 


(8, I), 9, 
(4; 7), 10, 


(a; 4+04),0Sa4<5; -8. 


Omax =35 taške (5; 9); Omi, =—16 taške (8; 0); 

Omax = 60 taške (5; 9); Omi, =15 taške (0; 3); 

Omax =87 taške (5; 9); Omi, = 24 taškuose (0; 3—0,3754), 
0<a<8. 


(5,5; 4,5); b (55 45); e) (55 45); 
(a; 21-30), 55<04<7. 


Sveikaskaičiai sprendiniai: 


Uždavinių atsakymai 


a) (5 4); b) (3; 5); 
c) (6 3); d) (6; 3) ir (7; 0). 
9.6.8 
(30; 60); a) ne; b) ner Cc) taip; 


optimalūs planai: (30; 60), (31; 59), (32; 58),..., (60; 30); 
d) taip; optimalus planas (60; 30). 
9.6.9 


100 80 0 = 
a) 0 70 120) 2 


100 0 80 
b) $ 3220; 


0 150 40 
60 0 120 sakė 
0 0 150 0) " 
Skirtumas tarp brangiausio ir pigiausio plano kainos: 
a) 1020; b) 650; c) 950. 
9.6.10 


a) (90; 60; 0; 0; 0), 18000; 
b) (40; 70; 0; 0; 350), 18000; 
€) (0; 50; 0; 140; 490), 18000. 


2. AŽ 
6 4 


m 
|— 
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10.5.3 
P(M)=z, 
P(E)=—, 
(E) 25 
P(MNE)=—, 
LENS 
P(MUE)-Ž 
“25 
10.5.4 
1) 04; 
10.5.5 
1 
Do Zi 
) 6 
10.5.6 
S 
40320" 
10.5.7 
2 
L TĘš 
) 15 
10.5.8 
0,6. 
10.5.9 
1) 0,56; 
10.5.10 
3 
6 
10.5.11 


1j 02; 


2) 


2) 


2) 


2) 
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03. 


0,98. 


18 
P(E)=—, 
(E)= 55 
P(MNE) “A 

“25 
P(MUE) 2 
kata iai 
PidUŽIS SS. 
25 
1 
> 
0,74. 
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10.5.12 
2 1 Ž 
L) 0075; 2) 3 Ž 3) 5 : 4) 5 į 
10.5.13 
7 4 3 
1) 50“ 2) 2, 3) 2 
10.5.14 
| 1) 008192; 2) 065536; 3)  0,999936. 
10.5.15 
= 0,93. 
10.5.16 
= (0,021. 
11.4.1 
X |1000 | 2000 | 3000 [5000 
p 04 | 03 | 02 | 0l 
EX =2100, o(X)=1221. 
11.4.2 
1)  0,886; 2) 0108; 0,12; 0,343. 
11.4.3 
0,206; 2,4; 1,92. 
11.4.4 
1) 0,076; 2) 0,236; 3) 0161. 
11.4.5 


03679, 03679; 01839; 00613;  0,0153;  0,0037. 
11.4.6 

1) 00537; 2) 0238; 3) 0999. 
11.4.7 

01171. 
11.4.8 

1) 0,2266; 2) 00513. 
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11.4.9 
1) 
11.4.10 
1) 
11.4.11 
1) 
11.4.12 
1) 
11.4.13 


11.4.14 
1) 


2) 
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0,7852; 2) 06915. 

0,3; 2 04. 

0,583; 2) 0,28. 

6,68 96; 2 22844; 3) TAS 4. 
Y|0]|2 zlol2 

p|0.8 |0,2 p|09|0,1 


EY =04, EZ=0,2, o(Y)=08, o(Z)= 0,6. 


priklausomi; 

a) EX=EY=21, o(X)=o(Y)= 083; 

b E(X+Y)=4,2, c(X+Y)=1,25, E(X-Y)=0, 
o0(X-Y)=LI, E(XY)=4,5, o(XY)= 2,73; 

c) E(Y)=2, E,(Y)=2, E,(Y)= 2,25, 
E(X)=2, E,(X)=2, E,(X)=2,25; 

d p(X, Y)=0131. 

priklausomi; 

a) EX=14, EY=-09, c(X)= 0,49, o(Y)= 0,83; 

b E(X+Y)=05, c(X+Y)=102, E(X-Y)=2,3, 
o(X-Y)=09, E(XY)=-1,2, o(XY)=1,25; 


ce) E(Y)=-1, E,(Y)=-0,75, E.(X)=2, 


4 
E (XA)- 7, E;(X)=15; 


d) P(X, Y)=0,148. 


3) 


4) 


3) 


6) 
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nepriklausomi; 

a) EX=1L6, EY=05, oc(X)=08, o(Y)=0,5; 

b E(X+Y)=21, c(X+Y)=094, E(X-Y)=LI, 
o(X-Y)=094, E(XY)=0,8, o(XY)= 0,98; 

c) E(Y)= E;(Y)= E(Y)=05, E;(X)= E, (X)= L6; 

d) (X, Y)=0. 


priklausomi; 

a 9) EX=17, EY=-215, oc(X)=0,78, o(Y)=0,85; 
b E(X+Y)=-045, o(X+Y)=116, E(X-Y)= 3,85, 
o(X-Y)=2,22, E(XY)=-3,65, o(XY)= 1,96; 

c)  E(Y)=-2, E;(Y)=-2,67, Ek (Y)=-1,75, 
E „(X)=144, E „(X)=2,6, E ((X)=1,33; 
d) p(X, Y)= 0,0075. 
nepriklausomi; 
a) EX=-04, EY=0,7, o(X)=0,92, o(Y)=0,9; 
b E(X+Y)=03, c(X+Y)=1,28, E(X-Y)=-Ll, 
o(X-Y)=1,28, E(XY)=-0,28, c(XY)=111; 
c) E (Y)= E(Y)=0,7, Eg(X)= E(X)= E,(X)=-04; 
d) p(X,Yj=0. 
nepriklausomi; 
a) EX=2, EY=22, o(X)=0,45, o(Y)= 1,33; 
b E(X+Y)=4,2, oc(X+Y)=14, E(X-Y)=-0,2, 
o(X-Y)=14, E(XY)=44, o(XY)= 2,89; 
c)  E((Y)= E;(Y)= E(Y)= 2,2, 
E(X)= E,(X)= E(X)= E,(X)=2; 
d p(X, Y)=0. 
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11.4.15 
1) 
3) 
5) 
124.1 
1) 
3) 
5) 
12.42 
1) 
4) 
7) 
12.43 
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
12.44 
1) 
2) 
3) 
4) 
12.4.5 
a) 
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EZ=-28, DZ=54; 2) EZ=—48, DZ=4,46; 
EZ=-24, DZ=1624; 4)  EZ=-8,8, DZ=10,56; 
EZ=-84, DZ=5092; 6)  EZ=0,6, DZ=3,85. 


(P>; 4,9; 2) (p a), (P5: 45); 

8; 4) (P5: 45); 

g; 6) (P a), (Pp: 45). 

(I; 1); 2) (2); 3) 8; 

(I; 4); HH Ai 0 (LA, (G 2) 
t O. (3, LŽ 0, (4 3 8) 0. 


X =(0,3; 0,7), *=(0.2; 08); 
XxX=(0,l; 0,9), y=(0,55; 0,45); 
Xx =(0,8; 0,2), y=(0,5; 0,5); 
X =(0,25; 0,75), y=(0,75; 0,25); 
x =(0,4; 0,6), y=(0,4; 0,6); 
x =(0,25; 0,75), yY=(0,5; 0,5). 


x =(0,3; 0,7), y=(0,4; 0,6; 0; 0); 
Xx =(0,2; 0,8), y=(0; 0,8; 0,2; 0); 
x =(0,25; 0,75; 0), y=(0; 0,55; 0,45; 0); 
x =(0; 0,35; 0,65), y=(0; 0; 0,6; 0,4). 


9700; b) padidėti 1000; c)  mažėtų. 
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PRIEDAS 


1 lentelė 


Binominio dydžio tikimybės p„(k)= Cfp*g""* 


| TTT UT EE TTITAS 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
0 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
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1 lentelės tęsinys 


r | FT ET BT UT TTT 


i 
2 
3 
4 
S 
6 
7 
8 
9 
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1 lentelės tęsinys 


EA Li Earn I BTA BT BATABAT BTI 
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1 lentelės tęsinys 


"| TT ET 
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2 lentelė 


2 
X 





1 < -— 
Funkcijos p(x)= p“ 2 reikšmės 
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2 lentelės tęsinys 





Priedas 435 


3 lentelė 
1 





x gi 
Funkcijos P(x) = e d 
/271 | 
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3 lentelės tęsinys 


0,4959 
0,4961 
0,4963 
0,4965 
0,4967 
0,4969 
0,4971 
0,4973 
0,4974 
0,4976 
0,4977 
0,4979 
0,4980 
0,4981 
0,4982 
0,4984 
0,4985 
0,4986 
0,49865 
0,49931 
0,49966 
0,499841 
0,499928 
0,499968 
0,499997 
0,499997 
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4 lentelė 


k 


Funkcijos P(kAA)= 77e7 reikšmės 


0,904837 
0,090484 
0,004524 
0,000151 
0,000004 


0,406570 
0,365913 
0,164661 
0,049398 
0,011115 
0,002001 
0,000300 
0,000039 
0,000004 


0,818731 
0,163746 
0,016375 
0,001092 
0,000055 
0,000002 


0,367879 
0,367879 
0,183940 
0,061313 
0,015328 
0,003066 
0,000511 
0,000073 
0,000009 
0,000001 


0,740818 
0,222245 
0,033337 
0,003334 
0,000250 
0,000015 
0,000001 


0,223130 
0,334695 
0,251021 
0,125510 
0,047067 
0,014120 
0,003530 
0,000756 
0,000142 
0,000024 
0,000004 


0,670320 
0,268128 
0,053626 
0,007150 
0,000715 
0,000057 
0,000004 


0,135335 
0,270671 
0,270671 
0,180447 
0,090224 
0,036089 
0,012030 
0,003437 
0,000859 
0,000191 
0,000038 
0,000007 
0,000001 


0,606531 
0,303265 
0,075816 
0,012636 
0,001580 
0,000158 
0,000013 
0,000001 


0,082085 
0,205212 
0,256516 
0,213763 
0,133602 
0,066801 
0,027834 
0,009941 
0,003106 
0,000863 
0,000216 
0,000049 
0,000010 
0,000002 


0,548812 
0,329287 
0,098786 
0,019757 
0,002964 
0,000356 
0,000036 
0,000003 


0,049787 
0,149361 
0,224042 
0,224042 
0,168031 
0,100819 
0,050409 
0,021604 
0,008102 
0,002701 
0,000810 
0,000221 
0,000055 
0,000013 
0,000003 
0,000001 


0,496585 
0,347610 
0,121663 
0,028388 
0,004968 
0,000696 
0,000081 
0,000008 
0,000001 


0,030197 
0,105691 
0,184959 
0,215785 
0,188812 
0,132169 
0,077098 
0,038549 
0,016865 
0,006559 
0,002296 
0,000730 
0,000213 
0,000057 
0,000014 
0,000003 
0,00001 





0,449329 
0,359463 
0,143785 
0,038343 
0,007669 
0,001227 
0,000164 
0,000019 
0,000002 


0,018316 
0,073263 
0,146525 
0,195367 
0,195367 
0,156293 
0,104196 
0,059540 
0,029770 
0,013231 
0,005292 
0,001925 
0,000642 
0,000197 
0,000056 
0,000015 
0,000004 
0,000001 
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4 lentelės tęsinys 


ZEo-AAa41YB0NHN-O> 


0,011109 
0,049990 
0,112479 
0,168718 
0,189808 
0,170827 
0,128120 
0,082363 
0,046329 
0,023165 
0,010424 
0,004264 
0,001599 
0,000554 
0,000178 
0,000053 
0,000015 
0,000004 
0,000001 


0,006738 
0,033690 
0,084224 
0,140374 
0,175467 
0,175467 
0,146223 
0,104445 
0,065278 
0,036266 
0,018133 
0,008242 
0,003434 
0,001321 
0,000472 
0,000157 
0,000049 
0,000014 
0,000004 
0,000001 
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0,002479 
0.014873 
0,044618 
0,089235 
0,133853 
0,160623 
0,160623 
0,137677 
0,103258 
0,068838 
0,041303 
0,022529 
0,011264 
0,005199 
0,002228 
0,000891 
0,000334 
0,000188 
0,000039 
0,000012 
0,000004 
0,000001 


0,000912 
0,006383 
0,022341 
0,052129 
0,091226 
0,127717 
0,149003 
0,149003 
0,130377 
0,101405 
0,070983 
0,045171 
0,026350 
0,014188 
0,007094 
0,003311 
0,001448 
0,000596 
0,000232 
0,000085 
0,000030 
0,000010 
0,000003 
0,000001 


0,000335 
0,002684 
0,010735 
0,028626 
0,057252 
0,091604 
0,122138 
0,139587 
0,139587 
0,124077 
0,099262 
0,072190 
0,048127 
0,029616 
0,016924 
0,009026 
0,004513 
0,002124 
0,000944 
0,000397 
0,000159 
0,000061 
0,000022 
0,000008 
0,000003 
0,000001 


0,000123 
0,001111 
0,004998 
0,014994 
0,033737 
0,060727 
0,091090 
0,117116 
0,131756 
0,131756 
0,118587 
0,097020 
0,072765 
0,050376 
0,032384 
0,019431 
0,010930 
0,005780 
0,002893 
0,001370 
0,000617 
0,000264 
0,000108 
0,000042 
0,000016 
0,000006 
0,000002 
0,000001 


0,000045 
0,000454 
0,002270 
0,007567 
0,018917 
0,037833 
0,063055 
0,090079 
0,112599 
0,125110 
0,125110 
0,113736 
0,094780 
0,072908 
0,052077 
0,034718 
0,021699 
0,012764 
0,007091 
0,003732 
0,001866 
0,000889 
0,000404 
0,000176 
0,000073 
0,000029 
0,000011 
0,000004 
0,000001 
0,000001 
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DALYKINĖ RODYKLĖ 


Aibė, 9 
funkcijos lygio, 25 
funkcijos reikšmių, 17 
leistinoji, 245, 247 
tuščioji, 13 

Aibės 
elementas, 9 
poaibis, 13 

Aibių 
atitiktis, 15 
Dekarto sandauga, 13 
sankirta, 12 
sąjunga, 12 
skirtumas, 12 

Aplinka, 27 

Atsitiktiniai dydžiai 
koreliuoti, 375 
nekoreliuoti, 375 
nepriklausomi, 367 
priklausomi, 367 

Atsitiktinis dydis 
binominis, 331 
diskretusis dvimatis, 363 
diskretusis, 325 
normalusis, 350 
Puasono, 335 
simetrinis, 345 
tolydusis, 341 
tolygusis, 347 
unimodalusis, 344 

Atsitiktinių dydžių 
koreliacijos koeficientas, 374 
regresijos lygtis, 366 
transformacijos, 361-363 


Atsitiktinio dydžio 
kritinės reikšmės, 347 
kvantiliai, 346 
kvartiliai, 347 
mediana, 344 
moda, 344 
Atstumas tarp taškų, 26 
Baigmė, 295 
Baigmių aibė, 295 
Balno taškas, 391 
Deriniai, 306 
Determinantas, 204 
Determinanto skaičiavimo taisyklė, 207 
Didžiųjų skaičių dėsnis, 308, 357 
Diferencialas, 64, 66 
Diferencialinė lygtis 
homogeninė, 119, 120 
pirmosios eilės, 111 
su atskiriamaisiais kintamaisiais, 116 
tiesinė homogeninė, 125 
tiesinė nehomogeninė, 125 
Diferencialinės lygties 
atskirasis sprendinys, 113 
bendrasis integralas, 117 
bendrasis sprendinys, 113 
integralinė kreivė, 114 
integralinių kreivių šeima, 114 
integravimas, 112 
Dispersija 
diskrečiojo atsitiktinio dydžio, 326 
imties, 327 
tolydžiojo atsitiktinio dydžio, 343 
Eilutė 
diverguojanti, 99 
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funkcijų, 107 

konverguojanti, 99, 107 

laipsninė, 108 

skaičių, 99 
Eilutės 

bendrasis narys, 99 

dalinė suma, 99 

konvergavimo požymiai, 102, 103 

konvergavimo sritis, 107 
Ekonominės sistemos 

balansas, 231 

produktyvumas, 237-238 
Ekvivalenčios tiesinių lygčių 
sistemos, 141 
Elastingumas (santykinė išvestinė), 61 
Elementarieji pertvarkiai, 141 
Formulė 


atvirkštinės trigonometrinės, 20 
elementariosios, 21 
trigonometrinės, 20 


Funkcijos 


apibrėžimo sritis, 17 

dalinės išvestinės, 53 

grafikas, 17 

išvestinė, 50 

lygtis, 17 

santykinė išvestinė (elastingumas), 61 
vidutinė reikšmė intervale, 83 


Gamybos planas, 232, 246 


optimalus, 247 
subalansuotas, 233 


Gretiniai, 305 


kartotiniai, 305 
nekartotiniai, 305 


Bejeso, 314 
Bernulio, 320 
Niutono ir Leibnico, 82 


tikimybių daugybos, 312 


Funkcija, 16 


n kintamųjų tiesinė, 24 


n kintamųjų, 24 
homogeninė, 119 
integruojama, 81 
kvadratinė, 19 
laipsninė, 19 
pasiskirstymo, 338 
pirmykštė, 71 
racionalioji, 19 
rodiklinė, 20 
sudėtinė, 21 
tiesinė, 19 
tikimybių tankio, 341 
tikslo, 245 
tolydi, 41 
Funkcijos 


Hipotezė, 314 

Imtis, 326 

Integralas 
apibrėžtinis, 81 
diverguoja, 91 
konverguoja, 91 
neapibrėžtinis, 71 
netiesioginis, 91 

Išlošis, 385 

Įvykiai 
nepriklausomi, 313 
nesutaikomi, 299 


poromis nesutaikomi, 299 


priklausomi, 313 
Įvykis 

atsitiktinis, 295 

būtinasis, 295 

elementarusis, 297 

negalimasis, 295 

priešingas, 298 
Įvykių 


sąjunga, 298 
sankirta, 298 
- skirtumas, 298 
Junginiai, 305 
Kėliniai, 305 
Koši uždavinys, 113 
Kramerio 
formulės, 211 
taisyklė, 212 
Leontjevo modelis, 231 
Lygtis 
balanso, 233 
diferencialinė, 111 
funkcijos, 17 
lygio, 267 
matricinė, 220 
su A nežinomųjų, 131 
tiesinė, 131 
vektorinė, 178 
Lygio tiesė, 267 
Lošimas, 385 
anatagonistinis, 389 
dviejų asmenų, 385 
matricinis, 389 
nekoalicinis, 385-386 
Lošimo mišrusis plėtinys, 396 
Matematinis modelis, 245 
gamybos planavimo, 247 
transporto uždavinio, 250 
Matrica, 161 
atvirkštinė, 214 
kvadratinė, 161 
nulinė, 162 
technologinė, 231 
transponuota, 163-164 
vienetinė, 162 
Matricos 
daugyba iš skaičiaus, 165 
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elemento adjunktas, 206 
elemento minoras, 205 
pagrindinė diagonalė, 161 
rangas, 190 
šalutinė diagonalė, 161 
Matricų 
atimtis, 166 
daugyba, 199 
sudėtis, 166 
Metodas 


atvirkštinės matricos, 220-221 


Gauso ir Žordano, 152-154 

Gauso, 145 

grafinis, 251, 265-276 

konstantos varijavimo, 126 
Nepriklausomi bandymai 
(eksperimentai), 318 
Optimalaus 


gamybos planavimo uždavinys, 277 


paskirstymo uždavinys, 280 
Optimalumo principas 
didžiausių išlošių, 386 
Nešo, 386 
Pralošis, 385 
Riba 
funkcijos, 28 
sekos, 33 
Ribiniai gamybos kaštai, 60 
Ribinis 
naudingumas, 61 
taškas, 27 
Santykinis dažnis, 308 
Seka, 21 
aprėžta, 24 
didėjanti, 23 
mažėjanti, 23 
neaprėžta, 24 
Situacija, 385 
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optimali, 386 
pusiausvyros, 387 
Skirstinys 
diskrečiojo atsitiktinio dydžio, 325-326 
dvimačio diskrečiojo atsitiktinio 
dydžio, 363 
eksponentinis, 360 
empirinis, 327 
Fišerio, 378 
normalusis, 350 
standartinis normalusis, 350 
Stjudento, 378 
tolygusis, 347 
x*,378 
Sprendinys 
diferencialinės lygties, 112 
lošimo, 388 
tiesinės lygties, 131 
tiesinės nelygybės, 251-252 
tiesinių lygčių sistemos, 134 
tiesinių nelygybių sistemos, 260 
Sprendinių aibė 
tiesinės lygties, 131 
tiesinės nelygybės, 252 
tiesinių lygčių sistemos, 134 
tiesinių nelygybių sistemos, 260-261 
Standartinis normalusis tankis, 334, 350 
Standartinis nuokrypis, 326 
Strategija, 385 
optimali, 387 
pusiausvyros, 387 
Teorema 
balno taško egzistavimo, 397 
Bernulio, 357 
Kronekerio ir Kapelio, 195 
Laplaso integralinė, 357 
Laplaso lokalioji, 334 


Puasono, 336-337 
Tiesiniai veiksmai 

su matricomis, 165-169 

su vektoriais, 175 
Tiesinių nelygybių sistema, 260 
Tiesinių lygčių sistema, 134 

diagonalinė, 137, 153 

kvadratinė, 138 

pusiau diagonalinė, 153 

trapecinė, 145 

trikampė, 138, 145 
Tikimybė, 300-303 

sąlyginė, 312 

pilnoji, 313-314 
Tikimybių medis, 316 
Trijų sigma taisyklė, 356 
Vektorius, 169 

n-matis, 173 

nulinis, 174 

paklausos, 232 

pasiūlos, 233 

spindulinis, 171 

technologinis, 232 

vidinių sąnaudų, 233 

vienetinis, 174 
Vektoriaus 

komponentės, 173 

koordinatės, 171, 173 

modulis, 169 
Vektorių 

ortogonalumo sąlyga, 197 

skaliarinė sandauga, 196 

tiesinis darinys, 178 

tiesinis priklausomumas, 179 
Vektorių sistema 

tiesiškai nepriklausoma, 180 

tiesiškai priklausoma, 179 
Vektorių sistemos rangas, 190 


Dalykinė rodyklė 445 


Vidurkis tolydžiojo atsitiktinio dydžio, 343 
diskrečiojo atsitiktinio dydžio, 326 
imties, 327 
sąlyginis, 365 
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